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Kapitel 1

Einleitung
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Abb. 1.1: Vergleich der Datenanalyse mittels einfacher Regression und
Multiregressionsclusterung.

,Die Informationen in der Welt verdoppeln sich etwa alle 20 Monate [Runkler,
2000|. Es miissen groke Datenmengen nicht nur gespeichert und verwaltet
werden, sondern auf der Suche nach relevanten Informationen auch verarbei-
tet und aufbereitet. Als Werkzeuge fiir diese Suche existieren eine Vielzahl
von Datenverarbeitungsmethoden wie Korrelations-, Regressions- und Clu-
steranalyse, Fuzzy-Logik usw., um numerische und nichtnumerische Daten
zu verarbeiten, zu filtern, zu visualisieren und zu klassifizieren.

Ist ein (n x m)-dimensionaler Datensatz, der n Objekten m verschiedene
Variablen zuordnet, gegeben, kann man ihn auf Zusammenhinge zwischen
verschiedenen Variablen untersuchen. Diese kénnen beispielsweise mittels ei-
ner Korrelationsanalyse bestimmt werden.

Zur Ermittlung der funktionalen Zusammenhinge verwendet man zum Bei-
spiel die Multiregressionsanalyse. Mit ihr ist es moglich, einen Zusammen-
hang zwischen einer abhéngigen und einer oder mehreren unabhéngigen Va-
riablen festzustellen. Bei der Regression ist es jedoch immer nur moglich,
einen Zusammenhang in den Daten aufzudecken. Sollten, wie in Abb. 1.1,
zwei oder mehrere Gruppen von Objekten existieren, in welchen unterschied-
liche Zusammenhinge zwischen den Eigenschaften im Datensatz auftreten,
wird eine einfache Regression diese nicht finden.



Eine Analysemethode, welche in der Lage ist, Objektgruppen in Daten aus-
findig zu machen, ist die Clusteranalyse. Sie sucht Untermengen im Daten-
satz, deren Datenpunkte sich in ihren Eigenschaften dhnlicher sind als die
Datenpunkte aus unterschiedlichen Untermengen. Sie geben Informationen
aus dem Datensatz preis, wie z.B. Objekthdufungen bei bestimmten Eigen-
schaftskombinationen. Aus diesen Gruppen kann man jedoch nicht auf be-
stimmte Zusammenh#nge zwischen den Variablen schliefien.

Wird diese Analysemethode mit einer Multiregressionsanalyse kombiniert,
lassen sich die oben beschriebenen Objektgruppen mit unterschiedlichen Va-
riablenzusammenhéngen ausfindig machen. Die vorliegende Arbeit beschéf-
tigt sich mit dieser Kombination und beleuchtet ihre Vor- und Nachteile.
Die Methode der Multiregressionsclusterung (MRC) kann dann zur Typi-
sierung von Mensch-Umwelt-Systemen verwendet werden, wie sie etwa im
Syndromkonzept [Schellnhuber, 1997] angenommen werden.

Am Beispiel des unterschiedlichen Anbauverhaltens einer Biuerin! der Sa-
helregion und eines industrialisierten Landes wird deutlich, wie zwei gegen-
sitzliche Zusammenhénge innerhalb eines Variablensatzes auftreten konnen.
Solche Aufspaltungen kénnen mittels einer MRC-Analyse aufgedeckt wer-
den. Die Sahelbduerin lebt typischerweise in Subsistenzwirtschaft. Das von
ihr bearbeitete Land ist durch Ubernutzung von zunehmender Degradati-
on bedroht. Mit steigendem Einkommen wiirde sie in der Lage sein, ihr
Anbauverhalten so zu steuern, dass der Boden weniger belastet wird und
dadurch weniger degradiert. In den industrialisierten Lindern werden Um-
weltschiadigungen eher durch eine kapitalintensive nicht-nachhaltige Nutzung
von Boden und Gewissern verursacht. Dort konnte eine Bauerin mit zuneh-
mendem Einkommen ihre finanziellen Mittel dafiir verwenden, den Einsatz
von Maschinen und Diinger zu verstiarken und dadurch die Béden massiver
zu degradieren. Bei einer Gegeniiberstellung von Bodendegradation und Ein-
kommen von Béuerinnen verschiedener Regionen wiirde sich méglicherweise
eine Aufspaltung in zwei Zusammenhinge ergeben.

Die im Verlauf der Arbeit verwendeteten Datensitze sollen beispielhaft die
Anwendung der Multiregressionsclusterung bei der Typisierung von Syste-
men, die die Wechselwirkung zwischen Mensch und Umwelt thematisieren,
darstellen. Dabei kommen verschiedene Typen von Daten, wie Zustandsgro-
en, Anderungen iiber einen Zeitraum oder Daten von verschiedenen Zeit-
punkten, zur Verwendung.

!Der Einfachheit halber wird im Folgenden stets die weibliche Form verwendet.
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Die vorliegende Arbeit ist wie folgt aufgebaut.

Im folgenden Kapitel wird der Aufbau und die Funktionsweise der Kombina-
tion aus Multiregression und Clusteranalyse beleuchtet. Es werden verschie-
dene Clusteranalysemethoden vorgestellt und die Multiregressionsclusterung
darin eingebettet. Daran anschlieffend werden kurz verschiedene statistische
Methoden eingefiihrt, welche fiir die Analysemethode von Bedeutung sind.
Der Abschnitt schlieft mit der Vorstellung des Problems der Auswahl des
geeigneten Modells sowie der zugehorigen Giitekriterien.

Kapitel 3 beschéftigt sich mit der Anwendung der vorgestellten Methode.
Dabei werden zuerst Giitekriterien und Algorithmus auf ihre Zuverlassigkeit
an synthetischen Daten erprobt. Darauf folgt die Anwendung auf empirischen
Daten. Fiir die Analyse werden weltweite sozio0konomische und Umweltda-
ten in nationaler Auflésung verwendet. Dabei soll nach Gruppen von Staaten
gesucht werden, welche sich in ihren Zusammenhangsmustern unterscheiden.
Insbesondere wird angestrebt, aus den Eigenschaften der Cluster Aussagen
iiber die Beziehungen zwischen den Dimensionen der Armut und der Umwelt
zu ermoglichen.

Die Arbeit schliefit in Kapitel 4 mit einer Bewertung der Methode, Proble-
men bei der Anwendung sowie einem Ausblick iiber weitere Variationen und
mogliche Optimierungen.



Kapitel 2

Methoden zur
Multiregressionsclusterung



2.1 Multiregressionsclusterung

Der Algorithmus der Multiregressionsclusterung nutzt zur Berechnung der
Zusammenhinge zwischen mehreren Variablen innerhalb einer Gruppe von
Datenpunkten (Cluster) die Abldufe der Multiregressionsanalyse. Um diese
Gruppe von Datenpunkten (auch als Objektegruppe benannt) im Datensatz
zu finden, ist eine Clusteranalyse integriert. Im Folgenden soll auf die Funk-
tionsweise von Regressionsanalyse und Clusteranalyse eingegangen werden.

2.1.1 Regressionsanalyse

Die Regressionsanalyse untersucht die Struktur der Abhéngigkeit zwischen
einer abhéngigen (Responsevariable oder zu erkldrende Variable) und einer
oder mehrerer unabhéngiger Variablen (Prediktor-Variablen oder erkléren-
de Variablen). Bei nur einer unabhéngigen Variable wird das Verfahren als
einfache Regression, bei mehreren Unabhéngigen als multiple Regression be-
zeichnet. Im speziellen Fall der linearen Regression wird angenommen, dass
eine Variable Y und deren Realisierungen y; durch eine lineare Kombination
anderer Variablen X (Realisierungen: z;;) erklart werden kann.
In folgender Gleichung handelt es sich bei ¢; um zufillige Abweichungen vom
linearen Zusammenhang. Die Anzahl der Objekte betrdgt n und die Anzahl
der Variablen m. Bei den [3; handelt es sich um die Regressionskoeffizienten.
Sie sind ein Maf fiir die Abhéngigkeit der Responsevariable von der jeweili-
gen erklarenden Variable. 3, wird als der Intercept bezeichnet und stellt die
Verschiebung der Regressionsgeraden auf der Achse der abhéngigen Variable
dar.

Yi :/80+61$11++5m$m2+61 s 1= 1,..,7’L (21)

Ziel der Regression ist es, eine lineare Funktion zu finden, fiir die die nicht
erklarten Abweichungen minimal sind. Dies wird als die Methode der kleinsten
Quadrate bezeichnet. Bei x;; handelt es sich um den Wert der j-ten Variablen
von Objekt i. Es wird iiber alle n Datenpunkte summiert.

=1 =1

RSS steht hier fiir residual squared sum, also die Summe der quadrierten
Residuen e;. Die Residuen sind die nicht erfassten Einfliisse zwischen der zu
erkldrenden und den erkldrenden Variablen. ¢ umfasst die durch die Regres-
sionsanalyse gefitteten Werte, also die Werte, welche auf der Regressionsge-

raden liegen. R
V=Y +e (2.3)
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Abb. 2.1: Darstellung einer Punktwolke und der zugehorigen Regressionsgeraden.
Bezeichnungen vgl. Gl. 2.1 und 2.3.

Durch partielles Differenzieren von Gleichung 2.2 und Nullsetzen der Ablei-
tungen erhélt man ein System von Normalengleichungen:

1 11 .- Tmi
X'XF=X"y mit X=| . . . (2.4)

1 21, ... T

Die Losungen dieser Normalengleichungen sind die geschitzten Regressions-
koeffizienten. ¥ ist der Mittelwert der abhéngigen Variable und Z; der Mit-
telwert der j-ten erkldrenden Variable.

Z;j _ Z?:l(xi]' — f])(yl — g) ZA) _ @ (25)

> i (@i — ) T8,

Wie in Gleichung (2.5) dargestellt, ldsst sich jeder Regressionskoeffizient auch
als Quotient aus Korrelation zwischen x; und y (s,,,) sowie der Varianz in
x; (s3,) darstellen.
In Abb. 2.1 ist eine lineare Regression beispielhaft dargestellt.
Es gibt verschiedene Methoden um zu priifen, wie gut sich diese Ergebnisse
aus der Stichprobe auf die Grundgesamtheit! iibertragen lassen.

!Die Grundgesamtheit umfasst die Gesamtheit aller mdglichen Messwerte (N) einer
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Bestimmtheitsmafy R?

Zur Berechnung dieses ’goodness of fit” wird die Gesamtabweichung (GV) in
erklirte (EV) und nicht erkliarte Abweichung (NV) aufgespalten.

GV = EV + NV (2.6)
Z(y—ﬂ)2 = Z(@?—@?)2+Z(@—y)2 (2.7)

Bei der nicht erklarten Abweichung handelt es sich um die Residuen. Das
Bestimmtheitsmaf gibt dann das Verhiltnis von erklarter zu gesamter Ab-
weichung wieder.

R?— >y (0 — 9)” (2.8)
Zi\;(yi —y)?

R? liegt zwischen 0 und 1. Je groRer R?, desto hoher der Anteil der durch

das Modell erkldrten Streuung von y.

2.1.2 Clusteranalyse

Die Clusteranalyse sucht in einer heterogenen Menge von Objekten nach
homogenen Teilmengen. Im Allgemeinen ist die Zerlegung eines Datensatzes
X = xq,...,x, C R™ definiert als die Partition von X in K € 2,3,..,n—1
disjunkte Teilmengen (7, .., Cx [Runkler, 2000] so, dass

X=CU..UCk (2.9)
Cpo #{} V k=1,.,K (2.10)
CiNCw=1{} V kKK=1.Kk#F. (2.11)

Die Objekte innerhalb dieser Teilmengen sollen sich dhnlicher sein als Objek-
te unterschiedlicher Teilmengen. Diese Ahnlichkeit kann auf unterschiedliche
Weise gemessen werden. Nach diesen Ahnlichkeitsmaken und dem Ablauf des
Algorithmus’ unterscheidet man verschiedene Verfahren der Clusteranalyse.
Hauptséchlich lassen sich die Clusterverfahren in partitionierende und hier-
archische Verfahren unterteilen.

Messreihe. Bei einer Stichprobe handelt es sich um eine Teilmenge mit dem Umfang n
(n < N) [Bronstein, 1985].



Abb. 2.2: Beispielhafte Darstellung eines Datensatzes mit drei, durch eine parti-
tionierende Clusteranalyse, gefundenen Punktwolken.

Partitionierende Verfahren

Bei den partitionierenden Verfahren geht man von einer Startpartitionierung
aus, in der durch Zufall oder gezielt die n Objekte einer vorher festgelegten
Zahl K von Clustern zugeordnet werden. Die Zuordnung der Objekte zu den
Clustern wird iiber die Partitionsmatrix U definiert.

1<—>IZ’€C/C
0 x; & Cy

Die Punkte eines Cluster C}. bilden mit ihrem Schwerpunkt oder ersten Mo-
ment ein Clusterzentrum vy,.

Grundsétzlich gilt es nun eine Zielfunktion zu minimieren, welche beispiels-
weise aus der Summe der quadrierten Abstéinde zwischen den Objekten x; €
C) und den Clusterzentren v gebildet wird. Mittels der Partitionsmatrix U
werden nur die Abstinde zwischen Objekt und zugehorigem Cluster gebildet.
Bei Mucha (1992) wird diese Zielfunktion als Interklassenvarianzkriterium V'
bezeichnet.

uip = { (2.12)

K K n
V=S lmi— o 1P=)0D ua | wi— o |2 (2.13)

k=1 z;€Ck k=1 =1



Nun soll durch Wechsel eines Objektes von einem Cluster in ein anderes
eine Minimierung der Zielfunktion erreicht werden. Dabei kénnen folgende
Vorgehensweisen unterschieden werden.

Bei der Minimaldistanzmethode wird der Abstand des Objektes z; zu jedem
Clustermittelpunkt v, bestimmt. Das Objekt wird in das Cluster mit dem
minimalsten Abstand verschoben. Mit der verdnderten Partitionsmatrix U
verandert sich auch die Matrix der Clusterzentren. Beim K-Means- Verfahren
werden z.B. nach jeder Anderung von U auch die Zentren neu berechnet. In
anderen Verfahren gibt es verschiedene Nebenzyklen, die eine Neuberechnung
von V nicht in jedem Iterationsschritt notwendig machen.

Im Austauschverfahren werden hingegen die Distanzen eines Objektes x; zu
seinem Clusterzentrum vy, und zu einem anderen Clusterzentrum v}, vergli-
chen. Sollte der Abstand zum eigenen Clusterzentrum gréfer sein, wird das
Objekt in Cluster k' verschoben. Nun werden alle Zentren neu bestimmt und
der nichste Wechsel auf Verbesserung von Gleichung 2.13 getestet.

Allen partitionierenden Verfahren gemein ist eine Abhéngigkeit von der oben
erwihnten Anfangspartition. Aus diesem Grund sollten die Verfahren mehr-
mals mit verdnderter Anfangspartition durchgefiihrt werden. Weiterhin ist
eine Anwendung der Verfahren auch mit anderen Abstandsmafen moglich.
Beispielsweise kann neben der Euklidische-Metrik auch die
Manhattan-Metrik

N
dij = Zwk | zir, — @ |, (2.14)
k=1

wobei wy, als Normierungsfaktor beitrégt, oder die
Canberra-Metrik

N
dij =Y | wa—aj | /(x| + |2 ) (2.15)

k=1

verwendet werden [Gordon, 1999].

Das Abbruchkriterium fiir die partitionierenden Verfahren kann entweder ein
Optimum der gewahlten Zielfunktion oder ein von der Analytikerin gewéhltes
Kriterium, wie die maximale Anzahl der Rechenschritte, sein.

Von den bisher beschriebenen Verfahren unterscheidet sich die Fuzzy-Methode
deutlich in der Art der Zuordnung eines Objektes zu einem Cluster. Hier kann
jedes Objekt anteilig mehreren Clustern zugeordnet werden. Die Partitions-
matrix kann also alle Werte im Intervall u; € [0, 1] annehmen. Gleichung
2.11 gilt bei dieser Methode nicht mehr.
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Hierarchische Verfahren

Beim hierarchisch agglomerativen Verfahren wird mit der feinsten Partiti-
on (Clusteranzahl entspricht Objektanzahl, Ky = n) begonnen. Es werden
in jedem Schritt die Objekte bzw. Objektgruppen mit dem geringsten Ab-
stand zueinander verschmolzen, bis die grobste Partition (Clusteranzahl = 1)
erreicht ist. Bei hierarchisch divisiven Verfahren ist der Ablauf umgekehrt.
Die Absténde zwischen den Objekten bzw. Objektgruppen kénnen auf ver-
schiedenste Weise bestimmt werden. Da im Verlauf des Verfahrens die zu
verschmelzenden Objektgruppen nicht mehr nur aus einem Objekt bestehen,
kann der Abstand auf verschiedene Weisen bestimmt werden. Mdglich sind
zum Beispiel die Berechnung aus dem Mittelwert aller paarweisen Distan-
zen (Average Linkage), den Minima (Single Linkage) oder Maxima (Com-
plete Linkage) aller paarweisen Abstéinde, sowie iiber die Minimalvarianz-
methode, bei der Klassen so verschmolzen werden, dass dabei der geringste
Zuwachs an Varianz innerhalb einer Klasse verursacht wird. Die Methoden
haben verschiedene Vor- und Nachteile, auf die hier jedoch nicht ndher ein-
gegangen werden kann. Zusétzlich ist es moglich, die Abstandsberechnung
zwischen zwei Objekten oder Objektgruppen ebenfalls mit unterschiedlichen
Abstandsmafen, wie z.B. in Gleichung 2.14 oder 2.15, durchzufiihren.

Bei den hierarchischen Verfahren ist die Kenntnis der Clustermenge wie oben
dargestellt im Vorhinein nicht notwendig. Der Vorgang des Zusammenfas-
sens der einzelnen Datenpunkte kann in einem sogenannten Dendogramm
dargestellt werden. Auf der Abszisse sind die Objekte und auf der Ordinate
beispielsweise die Abstdnde der Cluster aufgetragen. Aus dieser Darstellung
konnen Riickschliisse auf eine geeignete Clusteranzahl gemacht werden.

Nicht-parametrische Verfahren

Gegeniiber den bisher vorgestellten parametrischen Verfahren, bei denen die
grundlegende Struktur der Cluster vorausgesetzt wird, gibt es auch noch
nicht-parametrische Verfahren, welche weniger Annahmen iiber die Struktur
der Cluster benotigen.

Ein Beispiel dafiir ist ein Verfahren, welches auf den physikalischen Eigen-
schaften eines magnetischen Systems basiert. Durch die dabei jeder Koor-
dinate zusédtzlich zugeordneten Spineigenschaften ergeben sich verschiede-
ne selbstorganisierte Phasen, verursacht durch Kopplungen der Spins unter-
einander. Diese Kopplungen ermdglichen die Ausbildung von sogenannten
magnetischen Kornern, welche es ermoglichen, Cluster im Datenraum zu er-
kennen. Durch variieren eines Parameters des Algorithmus’ (physikalische
Temperatur) werden sich diese Cluster verbinden und trennen, wodurch die
hierarchische Struktur der Daten wiedergegeben wird [Blatt et al., 1996].
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2.1.3 Kombination beider Methoden

In der Multiregressionsclusterung (MRC) verschmelzen nun beide oben vor-
gestellten Analysemethoden. Fiir die eingehende Clusteranalyse wurden Ele-
mente aus dem partitionierenden Austauschverfahren gewihlt. Das heifit,
die Objekte werden anfangs zufillig auf eine vorgegebene Zahl von Clustern
verteilt und darauthin der Wert der zu optimierenden Zielfunktion aus die-
ser Anfangspartition berechnet. Hier setzt nun die Multiregressionsanalyse
ein. Die Cluster definieren nicht, wie in der Clusteranalyse iiblich, iiber ihre
Absténde zueinander einen Schwerpunkt oder Zentroid, sondern eine Re-
gressionshyperebene. Wie in Abschnitt 2.1 beschrieben, wird diese durch die
Minimierung der Residuenquadratsumme (Gl. 2.2), also der summierten qua-
drierten Abstdnde zwischen Objekten und Regressionshyperebene, gebildet.
Zur verbesserten Anpassung der Regressionshyperebene an die Daten wird
eine Zielfunktion iiber alle Objekte optimiert. Die gewéhlte Zielfunktion (ZF)
ist die Residuenquadratsumme eines jeden Clusters, summiert iiber alle Clus-
ter:

K
ZF =" [y — (bo + b1z + oo + b)) (2.16)

k=1 1ieCy

Z I' steht hier fiir Zielfunktion. Die restlichen Bezeichnungen sind identisch
mit denen in Abschnitt 2.1.

Mit dem gewéhlten partitionierenden Austauschverfahren ist es nun mog-
lich zu bestimmen, ob der Wechsel eines Objektes von einem Cluster A in
ein Cluster B die Summe der Residuenquadrate der Regressionshyperebenen
in A und B vergrofert oder verringert. Es kann also bestimmt werden, ob
das anfitten der Regressionshyperebenen an die Struktur im untersuchten
Datensatz sich durch einen Objektwechsel verbessert oder verschlechtert.
Im folgenden Abschnitt sollen einige Tests vorgestellt werden, mit denen es
moglich ist, die Qualitidt der auf diese Weise bestimmten Regressionscluster
abzuschétzen.
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2.2 Statistische Tests

Am Ende einer Analyse mittels MRC steht eine Partition, welche die n Objek-
te den K Clustern zuordnet. Um bewerten zu konnen, wie gut eine gefundene
Partition die Struktur eines Datensatzes wiedergibt und um zu bemessen, wie
aussagekriftig beispielsweise ein Regressionsparameter ist, gibt es verschie-
dene statistische Tests.

2.2.1 Statistische Hypothesen

Statistische Hypothesen sind zu iiberpriifende Aussagen iiber die Form oder
die Parameterwerte von Zufallsvariablen. Das klassische Verfahren des Hy-
pothesentestens beruht auf der Ablehnung einer trivialen Nullhypothese H.
Mittels eines statistischen Priifverfahrens wird dariiber entschieden, ob die
Nullhypothese H; angenommen oder zuriickgewiesen wird. Die Nullhypo-
these nimmt beispielsweise an, dass zwei oder mehr Stichproben aus einer
Grundgesamtheit stammen. Dies bedeutet, dass die Unterschiede zwischen
den Kennwerten (z.B. Mittelwerte) der Stichproben zufillig sind. Die Al-
ternativhypothese geht davon aus, dass die Stichproben aus werschiedenen
Grundgesamtheiten stammen. Der Unterschied zwischen den Kennwerten der
Stichproben wire somit signifikant. Bei der Entscheidung fiir oder gegen ei-
ne Hypothese besteht das Risiko einer Fehlentscheidung [Sachs, 1984]. Eine
Ubersicht dieser Entscheidungen und méglicher Fehler ist in Tabelle 2.1 dar-
gestellt. Wichtig ist besonders der Fehler 1. Art oder a-Fehler. Er gibt die
Wahrscheinlichkeit an, mit der die Nullhypothese filschlicherweise abgelehnt
wird. Der Fehler 2. Art, oder -Fehler, gibt an mit welcher Wahrscheinlichkeit
die Nullhypothese félschlicherweise nicht abgelehnt wird.

Es lisst sich kein statistischer Schluss ziehen, welcher mit absoluter Sicherheit
giiltig ist, weswegen der Grad der Unsicherheit o mit Hilfe einer statistischen
Wahrscheinlichkeitsaussage immer anzugeben ist. Die statistische Sicherheit
ergibt sich dann aus S =1 — a.

H, angenommen H, abgelehnt
Hy wahr richtig Fehler 1. Art
entschieden Irrtumswahrscheinlichkeit «
H, falsch Fehler 2. Art richtig
Grenzwahrscheinlichkeit 3 entschieden

Tabelle 2.1: Entscheidungen in einem Test
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Es werden verschiedene Priifverteilungen bei der Bewertung der Nullhypo-
these durch statistische Tests verwendet. Dazu gehoéren unter anderem Nor-
malverteilung, t-Verteilung, y?-Verteilung sowie F-Verteilung. Diese werden
in den folgenden Abschnitten niher beschrieben und mégliche Anwendungen
erlautert.

2.2.2 Priifverteilungen und Tests
Normalverteilung

Eine Normalverteilung nimmt eine Zufallsvariable immer dort an, wo sie
einen Zufallsprozess beschreibt, der aus vielen voneinander unabhingigen
Einzelzufallsprozessen besteht (der Zentrale Grenzwertsatz). Hat eine Zu-
fallsvariable X eine Dichte der Form

I @w?
p(x) = W@ 202 (—o0 <z < 00), (2.17)

so heifit X normalverteilt mit den Parametern Mittelwert ;1 und Standard-
abweichung o?. Man schreibt: X ~ N[u,0?]. Bei g = 0 und 02 = 1 heift die
Verteilung Standardnormalverteilung.

x2-Verteilung und y*-Anpassungstest

Es seien Xi, X5, .., X,, n unabhéngige standardnormalverteilte Zufallsvaria-
blen. Dann heifit die Verteilung von

= X7+ X7+ .+ X2 (2.18)

x2-Verteilung mit dem Freiheitsgrad? n. Die Verteilung geht fiir v — oo in
die Normalverteilung iiber.

Diese y2-Verteilung kann in einem y2-Anpassungstest verwendet werden. Bei
diesem handelt es sich um einen Signifikanztest zur Priifung der Giite der An-
passung einer empirisch gewonnenen Verteilung an eine erwartete Verteilung
[George, 2000]. Mit diesem ist es moglich zu testen, ob es sich bei der Grund-
gesamtheit, aus der eine Verteilung gewonnen wurde, um eine normalverteilte
Menge handelt. Dabei werden aus den Differenzen zwischen den Werten einer
theoretischen Verteilung ¢; und den empirischen Werten f; eine Teststatistik
berechnet, welche bei ausreichender Stichprobengréfe y2-verteilt ist

=Y Uiz d)” ;éi) . (2.19)

2Die Anzahl der Freiheitsgrade einer Zufallsgroe ist definiert durch die Zahl frei ver-
fiigbarer Beobachtungen, d.h. dem Stichprobenumfang n minus der Anzahl a aus der
Stichprobe geschétzter Parameter v = n — a [Sachs, 1984].
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Mit dieser Priifgrofe wird getestet, ob die Nullhypothese H, giiltig ist, nach
der die empirische Verteilung sich nicht signifikant von der theoretischen un-
terscheidet. Mit « als Irrtumswahrscheinlichkeit und v als Anzahl der Frei-
heitsgrade wird i ., (1-a-Quantil® der y*-Verteilung) bestimmt und mit
dem berechneten Wert y? verglichen:

X* < Xi_aw — Ho angenommen , (2.20)

X* > Xi_aw — Ho abgelehnt. (2.21)

Weiterhin ist es moglich, einen gegebenen Datensatz durch einen @-Q)-Plot
mit einer bestimmten Verteilung zu vergleichen. Dazu werden die empirischen
pi-Quantile des Datensatzes bestimmt und in einem Diagramm gegen die
theoretischen p;-Quantile der Verteilung aufgetragen. Entsprechen die Daten
der Verteilung, so ergibt sich eine Gerade mit 45°-Steigung. Das empirische p-
Quantil ®(p) ist definiert als der kleinste x-Wert eines Datensatzes x, ..., Z,,
fiir den F(z) > p gilt. Dabei gilt, 0 < p < 1 und F(zx) ist die empirische
Verteilungsfunktion, die die relative Wahrscheinlichkeit angibt, dass ein Wert
x; aus der Zeitreihe x4, ..., z,, kleiner oder gleich x ist [Schlittgen, 1995].

t-Verteilung und t-Test

Wenn Xy eine normalverteilte Zufallsvariable und X 2 eine y2-verteilte Va-
riable, dann ist

T, = (2.22)

t-verteilt [Dolié¢, 2004]. Fiir verschiedene Freiheitsgrade v besitzt die Vertei-
lung einen unterschiedlichen Verlauf. Fiir v — oo geht die t-Verteilung in die
Normalverteilung tiber.

Der t-Test ist ein Hypothesentest mit t-verteilter Priifgrofle. In der Praxis
sind die Parameter der Grundgesamtheit iiblicherweise unbekannt. Bei die-
sem Test wird die Varianz der Grundgesamtheit iiber die Varianz der Stich-
probe geschétzt.

Es kann beispielsweise die Ubereinstimmung der Erwartungswerte zweier nor-
malverteilter Variablen iiberpriift werden. Der Nachweis bezieht sich darauf,
ob die Differenz zwischen den geschétzten Variablen signifikant von Null ver-
schieden ist oder nicht.

3Das p%-Quantil ist jene reelle Zahl, fiir die die kumulierte Verteilungsfunktion den
Wert von p% annimmt. Eine Stichprobe aus der Grundgesamtheit ist dann gerade mit p%
Wahrscheinlichkeit kleiner gleich dem p%-Quantil, wie in Abb. 2.4 dargestellt.
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Weiterhin kénnen die Koeffizienten einer Regressionsanalyse bei normalver-
teilten Residuen getestet werden. Es wird hierbei iiberpriift, ob die Null-
hypothese gilt, bei der der Parameter b; = 0 ist, also keinen Beitrag zur
Erklarung von y liefert. Mit der geschitzten Varianz des j-ten Parameters
der Regression ¢,/a; kann die Priifgrofe ¢; berechnet werden (2.23). Diese
geschétzte Varianz ergibt sich aus der Streuung der Residuen ¢ und dem
I-ten Diagonalelement von (X7 X)™! (siehe 2.4)

tj =L —. (2.23)

Der berechnete Wert wird mit den kritischen Werten verglichen, welche fiir
verschiedene Irrtumswahrscheinlichkeiten a und Freiheitsgrade v bestimmt
werden kénnen:

tj <tay Hy angenommen, X; tragt nicht zur Erklarung bei

tji>taw Hy abgelehnt, Beitrag von X ist signifikant.

Aus t; kann auch direkt die Irrtumswahrscheinlichkeit fiir das Verwerfen der
Nullhypothese berechnet werden. Es wird also nicht ein Quantil vorgegeben
und iberpriift, ob t; grofer oder kleiner ist, sondern das zu t; gehorende
Quantil bestimmt.

Haufig spricht man auch von einem partiellen F-Wert in der Bewertung der
Parameter der linearen Regression. Bei diesem handelt es sich um das Qua-
drat der Priifgrofe ¢;. Diese folgt einer F-Verteilung. Eigenschaften einer F-
Verteilung und Funktionsweise eines F-Tests werden im nédchsten Abschnitt
dargestellt.

F-Verteilung und F-Test

Die F-Verteilung setzt sich aus zwei x2-verteilten Zufallsvariablen zusammen.
Sind beispielsweise S? und S? Varianzen zweier unabhiingiger Stichproben
mit dem Umfang n; und ny aus zwei normalverteilten Grundgesamtheiten
gleicher Varianz, dann ist die Variable

_ 5

F==L
53

(2.24)

F-verteilt. In Abbildung 2.3 ist der Verlauf einer F-Verteilung dargestellt.
Sie ist von zwei Freiheitsgraden abhéngig. Fiir 14 — oo konvergiert sie in
die x2-Verteilung und fiir v, = 1 geht sie in die t-Verteilung iiber. Die Form
der F-Verteilung ist stark von den Samplegrofen abhingig. Die Samplevari-
anz variiert z.B. mehr von Stichprobe zu Stichprobe, wenn die Anzahl der
Beobachtungen klein ist.
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Der F-Test priift, ob die Varianzen aus den voneinander unabhéngigen Stich-
proben aus normalverteilten Gesamtheiten mit unterschiedlichen Varianzen
gezogen wurden, oder ob sie aus normalverteilten Gesamtheiten mit gleichen
Varianzen stammen. Dabei wird die F-Verteilung herangezogen, welche die
Wahrscheinlichkeit angibt, mit der man ein bestimmtes Verhiltnis von Sam-
plevarianzen erhilt (Gl. 2.24). Die Werte der Verteilung F'(«a|vy; o) geben die
Quantile beziiglich augewéhlter Freiheitsgrade und Wahrscheinlichkeiten an,
also den F-Wert, der einen bestimmten Anteil der Grundgesamtheit begrenzt.
Ist der aus den Varianzen berechnete F-Wert F,,,, kleiner als F'(a|vy; 1s), ist
die Homogenitit der Varianzen gesichert. « steht hier fiir die Irrtumswahr-
scheinlichkeit.

Femp < F(a\m,uz) (225)

Die Nullhypothese wird in diesem Fall nicht verworfen, da alle existierenden
Abweichungen als zufillig angenommen werden miissen. Fiir den Fall, dass
Femp groker als F,,, .,) ist, wird die alternative Hypothese herangezogen,
nach der die absolute Differenz zwischen den beiden Varianzen grofer ist als
fiir zwei Gesamtheiten mit gleicher Varianz zu erwarten.

Ein Spezialfall ist der F-Test des BestimmtheitsmaRes(R?) der linearen Re-
gression, welcher die Signifikanz des gesamten Modells testet. Dabei wird die
Nullhypothese, nach der kein Regressionsparameter b; verschieden von 0 ist,
iiberpriift. Die Alternativhypothese vermutet, dass mindestens ein Parameter
b; signifikant auf die abhéngige Variable wirkt.

CI

Abb. 2.3: Wahrscheinlichkeitsdichte der F-Verteilung. C steht hier fiir F'(a|vy;v2).
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Die Priifgrofe wird aus dem Bestimmtheitsmaf (Gl. 2.8) iiber

R*-(n—m-—1)
m- (1 — R?)

berechnet. n ist in Gl. 2.26 die Anzahl der Objekte, iiber die die Regression
vorgenommen wird, und m die Anzahl der Dimensionen.

R? ist das Verhiltnis von erklirter (EV) und gesamter (GV) Abweichung
(siehe 2.8). Aus Gleichung 2.26 ist durch Umformungen zu entnehmen, dass
Fepmp das Verhiltnis von erklarter zu nicht erklarter Varianz darstellt. Es ist
moglich, F,,, mit einem vorgegebenen Quantil der F-Verteilung F'(a|vy; 1)
zu vergleichen, oder direkt den zugehorigen p-Wert zu berechnen. Er gibt die
[rrtumswahrscheinlichkeit fiir das Verwerfen der Nullhypothese an.

Im Falle einer schlechten Anpassung der Daten durch die Regressionsgerade
ist das Verhéltnis F,,,, = ﬁ—“; sehr klein, da beide Varianzen eine dhnliche
Grofenordnung haben und die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten dieses
Verhéltnisses von Varianzen somit sehr grof ist (Vergleich mit Abb. 2.3). Im
anderen Fall der guten Erklarung der Daten durch die Regression ist F,,,
sehr grofs, da die erklidrte Varianz viel grofer als die nicht erklérte Varianz
ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass dieses Verhiltnis in einer F-Verteilung vor-
kommt, ist sehr gering.

Femp -

(2.26)

Vertrauensbereich

Es ldsst sich der Vertrauensbereich (Konfidenzintervall) des aus einer Stich-
probe vom Umfang n geschétzten Mittelwertes & angeben. Hierbei versteht
man unter einem (1—a)%-Vertrauensbereich ein Intervall, welches so gewihlt
ist, dass in (1 — )% aller Schiatzungen aus einer Stichprobe der wahre Wert
innerhalb des Intervalls liegt. Im Fall einer normalverteilten Zufallsgrofe X
mit bekanntem Parameter o2 lisst sich das Vertrauensintervall (Clz1-n) mit
dem uy_q/5 dem (1 — o/2)%-Quantil der standardisierten Normalverteilung
durch o

Cli, =%+ Nk (2.27)
berechnen. In Abbildung 2.4 ist das Konfidenzintervall mit den zwei symme-
trischen Intervallgrenzen dargestellt.

Ist die Streuung o? der Grundgesamtheit nicht bekannt, lisst sich dieses
Vertrauensintervall aus der Stichprobenstreuung s? und dem Quantil der t-
Verteilung bestimmen

CIZ_ o =2+ —=tajzn1. (2.28)
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Abb. 2.4: Normalverteilung mit Konfidenzintervall (z,,z,) und Konfidenzkoeffi-
zient 1 — a.

2.3 Modellauswahl

Mittels Multiregressionsclusterung gilt es eine unbekannte Zahl von Clustern
in einem m-dimensionalen Datenraum zu finden. Es ist nun folgend zu kléren,
mit welchen Mitteln die giinstige Clusteranzahl sowie die Variablenmenge
und -zusammenstellung fiir die Multiregression mit der grofiten Erklarungs-
kraft fiir die Responsevariable zu finden ist.

2.3.1 Variablenauswahl

Es wird eine zu erkldrende Variable Y und ein Satz von potentiellen erkla-
renden Variablen X, ..., X, angenommen. Eine Variablenauswahl ist beson-
ders notwendig bei einem grofen Wert von m und bei der Annahme, dass
Xy, ..., X,, Variablen beinhaltet, welche nicht zur Erkldrung beitragen. Sonst
wird der Rechenaufwand unnétig erhéht und die Erklarungskraft des Ergeb-
nisses gemindert. Wenn v der Index der verschiedenen Modelle ist und ¢, die
Anzahl der Variablen im ~-ten Modell darstellt, dann gilt es ein Modell

Y =X, 0, +¢ (2.29)

anzupassen und auszuwéhlen [George, 2000]. Dabei steht X, fiir eine n x g,
Matrix, deren Spalten zum ~-ten Modell gehoren. B; ist der Vektor der Re-
gressionskoeffizienten und € sind die Residuen. Es existieren verschiedene
Methoden zur Auswahl der richtigen Variablen.
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’search over all possible subsets’ - nimmt alle moglichen Variablen-
kombinationen und berechnet fiir jede einen Giitewert, welcher angibt, wie
gut sich bei dieser Kombination die Regressiongerade an die Daten anpasst.
Nachteil ist der immense Rechenaufwand selbst bei kleinen Werten von p.

’backward elimination’ - bei dem mit allen Variablen begonnen und dann
fortlaufend immer die schlechteste Variable herausgenommen wird. Als Maf$
dient der der Variablen zugeordnete t-Wert bzw. partielle F-Wert (dieser gibt
an, ob der zusétzliche Einfluss einer Variablen noch signifikant ist).

forward elimination’ - startet mit der am hochsten zu Y Kkorrelierten
Variablen und fiigt dann Schritt fiir Schritt weitere Variablen hinzu. Als Kri-
terium wird meist der partielle F-Wert benutzt.

In der Multiregression einer Datengruppe erscheint die Bewertung jeder
einzelnen Variablen als unproblematisches und sinnvolles Vorgehen, in der
Multiregressionsclusterung ist dies jedoch nicht so einfach, da es mehrere
Gruppen von Objekten gibt, die sich durch unterschiedliche Zusammenhénge
auszeichnen. In jeder dieser Gruppen, den Clustern, ist die Giite der Regressi-
onsfunktion und die Erklarungskraft der einzelnen Variablen eine andere. Der
Schluss vom t-Wert jeder Variablen in jedem Regressionscluster auf die Er-
klarungskraft der Variablen in der gesamten Partition ist also nicht mdglich
und kann lediglich als Hilfe dienen, die Bedeutung dieser Variablen abzu-
schitzen. Es gibt nur die Moglichkeit, fiir jede Variablenzusammenstellung
zu bemessen, wie grofs die Giite dieses Modells ist und dariiber Riickschliisse
darauf zu ziehen, welche Variablen sich am besten eignen. Die drei Vorge-
hensweisen kdénnen also fiir die gesamte Suche nach dem richtigen Modell
Anwendung finden. Diese schliefst die Selektion der richtigen Variablen, de-
ren Zusammenstellung und auch die Menge der im Datensatz vorhandenen
Multiregressionscluster ein.

2.3.2 Giutemalse fir die Modellwahl

Wie oben beschrieben beschrinkt sich die Modellwahl nicht nur darauf, die
Anzahl von Cluster zu finden, welche die Zusammenhinge in der Grund-
gesamtheit am besten darstellt, sondern sie sucht auch nach der giinstigen
Variablenmenge. Wird fiir jedes dieser Modelle ein Giitewert angegeben, so
erhdlt man eine Giitematrix folgender Gestalt, wobei die Spalten iiber alle
moglichen nichtleeren Teilmengen von z4, .., z,, gehen:
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K Gr ey Grfasy - G {oige) - GK21,0m)

Die Giitewerte aller Teilmengen konnen so verglichen und die optimale Va-
riablenmenge und Clusteranzahl ausgewihlt werden.

Welche Moglichkeiten gibt es nun, die Erklarungskraft der verschiedenen Par-
titionen zu bemessen? Naheliegend ist es, auf den Wert der Zielfunktion, die
der Summe der Residuenquadrate summiert iiber alle Cluster entspricht, zu-
riickzugreifen. Problematisch ist hierbei, dass mit der Komplexitiat des Mo-
dells die Anpassung an die Datenpunkte in jedem Fall besser, d.h. die Ziel-
funktion kleiner wird. Daher wird man zumindest fiir die Clusteranzahl kein
Minimum £,.,; finden.

Wird als Modell-Selektionskriterium das Maf der Anpassungsgiite gewihlt,
wird stets das umfassendste Modell priferiert. Dies widerspricht jedoch dem
Prinzip der Sparsamkeit, nachdem moglichst einfache Modelle ausgewihlt
werden sollen [Schlittgen und Streitberg, 1999].

Das AIC-Kriterium und die verwandten Beziehungen versuchen diesen Nach-
teil auszugleichen.

Akaike Information Criterion - AIC

Das AIC basiert auf der Loglikelihood-Funktion und hat folgenden Struktur
[Maindonald und Braun, 2003]:

AIC = =2 - logLikelihood + 2 - # Parameter. (2.30)
Die maximierte Loglikelihood hat nach Schlittgen und Streitberg (1999) fol-

gende Form:

.. RSS

I(y) = g(l +1n2r7) — ganQ, o7 (2.31)

n

Beim RSS in Gleichung 2.31 handelt es sich um die Residuenquadratsumme
(Siehe Gleichung 2.2). Nun wird der nicht konstante Teil der Loglikelihood-
Funktion so modifiziert, dass sparsame Modelle belohnt und verschwende-
rische Modelle bestraft werden [Schlittgen und Streitberg, 1999]. AIC setzt
sich also aus der Loglikelihood, einem fidelity-term als Mak fiir die Anpas-
sung des Models an die Daten, und einem penalty-term, als Strafterm fiir die
Komplexitat des Modells, zusammen.
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Nach Einsetzen von Gleichung 2.31 (aufer konstante Terme) in Gleichung
2.30 ergibt sich:

RSS
AIC = n-log(——) + 2p. (2.32)
n
n markiert die Anzahl der Beobachtungen und p die Anzahl der Parameter
p=K-(m+1). (2.33)

K steht hier fiir die Clusteranzahl und m -+ 1 fiir die Dimension der erklaren-
den Variablen bzw. den Intercept-Term. Der konstante Teil fallt heraus, da
er keinen Einfluss auf den Verlauf des AIC hat und lediglich eine Verschie-
bung bewirkt. Ein Nachteil des AIC ist, dass es immer noch zu komplexe
Modelle auswahlt. Daher existieren noch andere Verfahren, wie das Bayesian
Information Criterion (BIC), in dem Modelle mit vielen Parametern stérker
bestraft werden.

Bayesian Information Criterion

RSS

BIC =n-log(——) + log(n) - p (2.34)
n

Da bei der in Kapitel 3 durchgefiihrten Bewertung der einzelnen Giitemafe

an synthetischen Daten keine eindeutigere Markierung des geeigneten Mo-

dells durch BIC gegeniiber AIC festgestellt wurde, wird in den Anwendungen

dieser Arbeit das Akaike Information Criterion benutzt.

F-Test fiir die Partition

Eine weitere Methode zur Bewertung von Partitionen bei Clusteranalysen
ist das Varianz-Verhéltnis aus dem F-Test (siehe Abschnitt 2.2.2). Es ba-
siert auf der Berechnung des Verhiltnisses von ’between-groups variance’
und ’within-groups variance’. Hier soll ein auf die Multiregressionsclusterung
angepasstes, dhnliches Giitemal Verwendung finden. Dazu berechnen wir die
Summe der erklarten Abweichungen und gesamten Abweichungen iiber alle
Cluster der Partition und bestimmen deren Verhiltnis zueinander. Damit ist
dieses Verhiltnis (FV/GV) eine Art Bestimmtheitsmaf der Partition. y;, in
Gleichung 2.35 steht fiir die berechneten Werte der Regressionsgeraden im
Cluster k. Deren Abstand zum jeweiligen Clustermittel vy, wird fiir alle k
Cluster bestimmt und aufsummiert.

K . _
> ket ZiGCk (Gir. — yn)?

EVIGV = =% —
> k=1 ZieCk (Yir — Ur)?

(2.35)
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Dieses Giitemaf wird im weiteren als Erk/GesVarianz bezeichnet. Der zur
Partition gehorende F-Wert, welcher wie in 2.26 aus dem Bestimmtheitsmaf
der Partition berechnet wird, kann ebenfalls als Giitemaf genutzt werden. In
diese Berechnung gehen zuséitzlich die auf dieses multilineare Modell ange-
passten Freiheitsgrade mit ein. Diese angepassten Freiheitsgrade v; und 1,
werden wie in der gewohnlichen Regressionsanalyse bestimmt, jedoch unter
Beachtung der Zunahme der Parameter durch die K Multiregressionshyper-
flaichen (1 =n— K-m— K -1 und vy, = K - m).

F-Test der Cluster

Es ist ebenfalls moglich, fiir jedes einzelne Cluster k einer Partition P ein
Bestimmtheitsma® R? zu berechnen und aus diesem nach Gl. 2.26 den zuge-
horigen F-Wert zu berechnen. Wie im Abschnitt 2.2.2 beschrieben, lésst sich
zu diesem ein p-Wert angeben, welcher die Wahrscheinlichkeit dafiir angibt,
das die Ablehnung der Nullhypothese R? = () falsch ist.

Als Mak fiir die ganze Partition ist es nun moglich, den grofiten aller p-Werte
einer Partition auszuwéhlen und diesen mit den schlechtesten Clustern ande-
rer Partitionen zu vergleichen. Zum besseren Vergleich werden die p-Werte
logarithmiert. Dieses Giitekriterium wird im folgenden mit log(maz(Ftest))
bezeichnet.

Weiterhin ist es mdoglich, den Mittelwert der logarithmierten p-Werte aller
Cluster einer Partition zu bilden. Dieses Kriterium wird mit mean(p-Value)
bezeichnet.

Die vorgestellten Kriterien konnen sowohl fiir die Auswahl einzelner Variablen
wie auch fiir die Suche nach der richtigen Clusteranzahl benutzt werden. Ihre
Qualitat soll in Kapitel 3 analysiert und diskutiert werden.
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2.4 Der Algorithmus

In diesem Abschnitt soll genauer auf die Umsetzung der Multiregressionsclus-
terung eingegangen werden. Dafiir wird die Methode des Simulated Anne-
aling vorgestellt und der die MRC-Analyse durchfiihrende Algorithmus im
Uberblick beschrieben.

Wie am Beginn dieses Kapitels erldutert, setzt sich die Multiregressionscluster-
Analyse aus einer Multiregressions-Analyse und einer Clusterung zusammen.
Mittels eines der partitionierenden Clusterung dhnlichen Verfahrens wird die
Zielfunktion (2.16) optimiert. Mit jeder Verbesserung der Zielfunktion durch
den Wechsel eines Objektes von Cluster A nach Cluster B néhern sich die
Regressionscluster der Struktur des Datensatzes mehr und mehr an.

Ein jedoch bei jeder Optimierung auftretendes Problem sind lokale Minima.
Der Algorithmus optimiert nach einer bestimmten Funktion, hier nach der
Summe der Residuenquadrate und kann bei der Suche nach dem globalen
Minimum in ein lokales Minimum fallen (sieche Abb. 2.5). Da der Algorith-
mus den Wechsel von Objekten in andere Cluster nur bei Verbesserung der
Zielfunktion durchfiihrt, wiirde er an dieser Stelle abbrechen, da bei keinem
Objektwechsel eine Verbesserung eintritt. Die Zielfunktion scheint hier ihr
Optimum erreicht zu haben. Mit der Methode des Simulated Annealing wird
versucht dieses Problem zu beheben.

Simulated Annealing

i laeal rminima

glabal mimimm

state

Abb. 2.5: Globales Minimum und lokale Minima. ’E’ bezeichnet die Zielfunktion
und ’state’ symbolisiert die verschiedenen Partitionen.
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2.4.1 Simulated Annealing

Diese Methode dhnelt dem physikalischen Prozess des Rekristallisierens von
fliisssigem Metall im Abkiihlungsprozess.

»Zu Beginn besitzt die Schmelze eine hohe Temperatur 7" und eine ungeord-
nete Struktur mit der Energie £. Sie wird so langsam abgekiihlt, dass sie
sich zu jedem Zeitpunkt in einem thermodynamischen Gleichgewicht befin-
det. Mit fortschreitender Abkiihlung des Systems nimmt die Ordnung der
inneren Struktur bis zum Grundzustand hin zu. Der Prozess kann als eine
adiabatische Zustandsinderung verstanden werden. Ist jedoch die Anfangs-
temperatur zu niedrig oder der Abkiihlungsprozess verlduft zu schnell, kann
das System Defekte erzeugen oder in einem metastabilen Zustand erstar-
ren.“ [SNL, 2006]

Man nimmt nun analog an, dass der momentane Zustand des thermodyna-
mischen Systems dem Zustand des kombinatorischen Problems entspricht.
Der Energiezustand entspricht dem Wert der Zielfunktion in unserer Berech-
nung. Bei den metastabilen Zustéinden handelt es sich um die lokalen Minima
und der Grundzustand des thermodynamischen Systems ist analog zum an-
gestrebten globalen Minimum.

Es sollen nun dhnliche Methoden in der im Multiregressionsclusterung ver-
wendet werden. Die Vor- und Nachteile von zwei Varianten werden hier kurz
dargestellt.

Simulated Annealing - konventionell

Bei dieser Variante sind Objektwechsel, bei denen sich die Zielfunktion ver-
schlechtert, wihrend der gesamten Analyse erlaubt. Die Wahrscheinlichkeit
fiir solch einen wverbotenen Wechsel nimmt wihrend der Analyse ab. Dies
kann auf verschiedene Weisen umgesetzt werden. Beispielsweise kann dafiir
eine Exponentialfunktion mit negativem Exponenten definiert werden. Die-
ser Exponent setzt sich als Mak fiir die Dauer der Analyse aus der Anzahl
der bisher gewechselten Objekte g, sowie aus der Gesamtanzahl der Objekte
n zusammen.

h=1-exp(—g/n) (2.36)

h in Gleichung 2.36 stellt die Hiirde dar, welche eine per Zufall aus einer
gleichverteilten Menge zwischen 0 und 1 gezogene Zahl iiberschreiten muss.
Fiir den Fall, dass diese grofer ist, wird der verbotene Wechsel zugelassen. Die
linke Abbildung in 2.6 stellt die resultierende Wahrscheinlichkeit fiir einen
verbotenen Wechsel aus Gl. 2.36 dar. In Abbildung 2.6 ist rechts beispielhaft
der Verlauf der Zielfunktion iiber die Anzahl der gewechselten Objekte bei
einer Analyse mit konventionellem Simulated Annealing dargestellt.

25



Verlauf der Wechselwahrscheinlichkeit Verlauf der Zielfunktion
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Abb. 2.6: links - Wahrscheinlichkeit fiir einen Sprung trotz Verschlechterung der
Zielfunktion iiber die Anzahl der bereits gewechselten Objekte. rechts - Verlauf der
Zielfunktion {iber die Anzahl der gewechselten Objekte. Schwankungen sind durch
Simulated Annealing verursacht.

Deutlich sind die durch Simulated Annealing verursachten kurzzeitigen Ver-
grokerungen der Zielfunktion zu erkennen. Eine Anderung in der Hiufig-
keit der verbotenen Wechsel ist, trotz abnehmender Wahrscheinlichkeit, nicht
zu erkennen. Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass die Zielfunktion iiber die
Anzahl der bereits gewechselten Objekte dargestellt ist und diese erlaubten
Wechsel im Verlauf der Analyse immer unwahrscheinlicher werden.
Vorteilhaft an dieser Variante ist das vergleichsweise schnelle Auftreten des
besten Minimums. Ein deutlicher Nachteil ist, dass bei nicht eindeutig struk-
turierten Daten, in denen tiefe lokale Minima existieren, der Algorithmus es
nicht schafft, diese wieder zu verlassen. Auch ist es moglich, die Wahrschein-
lichkeit fiir einen verbotenen Wechsel iiber die Variable Anzahl der nicht
gewechselten Objekte zu bestimmen. Diese Variable misst die Anzahl der
Objekte, die ihre Position aufgrund einer daraus folgenden Verschlechterung
der Zielfunktion nicht verdndert haben. Néhert sich das System nun einem
Minimum, wird es fiir den Algorithmus schwerer einen Wechsel zu finden, bei
dem sich die Zielfunktion weiter verbessert - die Variable Anzahl der nicht
gewechselten Objekte nimmt zu.
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Findet ein Wechsel statt, wird diese Variable auf Null zuriickgesetzt. Falls
sich das System einem Minimum n#hert, erh6ht sich also die Wahrscheinlich-
keit dafiir, dass es dieses durch Simulated Annealing wieder verldsst. Dieser
Effekt wird fiir die lokalen Minima angestrebt, muss jedoch beim globalen
Minimum vermieden werden. Das ist der groke Nachteil dieser Variante. Sie
setzt voraus, dass der Anwender eine grobe Vorstellung von der Lage des
globalen Minimums hat. Er muss vorher die Grenzen der Anwendung des

Simulated Annealings definieren. Diese Grenzen sind natiirlich in jedem Da-

tensatz verschieden und nur durch hiufige Experimente abzuschétzen.

Simulated Annealing - alternativ

Verlauf der Zielfunktion mit "'SIMAN’
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Abb. 2.7: Verlauf der Zielfunktion beim alternativen Simulated Annealing. Das
lokale Minimum wird nach mehrmaligem Auftreten als globales angenommen.

Diese Variante des Simulated Annealing weicht etwas von der urspriinglichen
Idee ab. Sie zdhlt ebenfalls die Anzahl der Objekte, die nicht ihre Position
gewechselt haben - also wieder ein Mafk fiir die Ndhe zu einem Minimum.
Die maximal mogliche Anzahl von nicht stattgefundenen Spriingen setzt sich

zusammen aus dem Produkt von Objektanzahl und Clusteranzahl minus 1
(ein Objekt hat nur noch K-1-Cluster zum Wechsel zur Verfiigung).

27



Ist dieser Maximalwert erreicht, reagiert der Algorithmus mit dem zufélligen
Wechsel einer vorher definierten Anzahl von Objekten. Dieser Austausch ge-
schieht unabhéngig von der dadurch verursachten Verdnderung der Zielfunk-
tion. Vorteilhaft gegeniiber der vorherigen Variante ist, dass keine Einschran-
kung auf einen begrenzten Bereich der Zielfunktion notwendig ist. Jedoch
muss in gleichem Mafe das globale Minimum gegeniiber den lokalen Minima
gesondert behandelt werden. Dies geschieht durch die Annahme, dass das
System nur mit geringer Wahrscheinlichkeit mehrmals in dasselbe Minimum
fallt. Lediglich im globalen Minimum wiirde das System zwangslaufig mehr-
mals landen. Daher zdhlt der Algorithmus, wie oft er ein Minimum schon
erreicht hat.

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten des globalen Minimums (pg) ent-
spricht dem Anteil der Partitionen an der Gesamtmenge der moglichen Par-
titionen, von denen eine einfache Optimierung der Zielfunktion zum globalen
Minimum (GM) fiihrt. Je nach Struktur des Datensatzes kann pgps unter-
schiedlich ausfallen. Werden die Objekte ¢g-mal neu auf K Cluster verteilt
und die Zielfunktion jedes Mal neu optimiert, erh6ht das die Wahrscheinlich-
keit fiir das Auffinden des globalen Minimums mit ¢ in folgender Weise. Die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei g-maliger Wiederholung GM mit pgy,
mindestens einmal auftritt, berechnet man iiber das gegenteilige Ereignis.
Dieses lautet: GM tritt bei keinem der ¢ Wiederholungen auf (G M).

p(GM)* = (1 —p(GM))" (2.37)

Wiirde die Wahrscheinlichkeit, bei einem Durchgang auf das Ereignis GM
zu treffen, beispielsweise 50% betragen, wére bei ¢ = 3 die Wahrscheinlich-
keit dafiir, mindestens bei einem Durchgang im globalen Minima zu enden,
87.5%. Bei ¢ = 4 wiren es bereits 93%. Unter Beriicksichtigung der Zunahme
der Rechenzeit ist nun abzuwégen, wie grof dieses ¢ und die Anzahl der Ob-
jekte, welche neu verteilt werden, gewédhlt werden. Jedoch sollte dieser Wert,
nahezu der Gesamtzahl an Objekten entsprechen um zu gewéhrleisten, dass
ein eventuelles lokales Minimum auch verlassen werden kann.

Aufgrund der Annahme, dass die spiter verwendeten Daten eine eher stark
variierende Struktur aufweisen, wird im weiteren nur die alternative Methode
zur Verwendung kommen.

2.4.2 Das Bootstrapping-Verfahren

Im Anschluss an eine MRC-Analyse sollen die Ergebnisse mittels des Boot-
strapping-Verfahrens auf ihre Robustheit iiberpriift werden. Im Folgenden
wird dieses Verfahren vorgestellt.
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Bei Bootstrapping-Verfahren handelt es sich um rechenintensive Methoden
der statistischen Analyse zur Bestimmung von Standardfehlern, Konfidenz-
intervallen oder Signifikanztests [Davison und Hinkley, 1997|. Die Grundidee
ist, neue Daten aus den bereits vorhandenen Daten auszuwiirfeln. Dies kann
direkt oder iiber ein gefittetes Modell geschehen. Mittels dieser neuen Da-
tenséitze konnen dann die gesuchten Variablitdten von Gréfen bestimmt wer-
den, ohne dass auf langwierige und auf Nidherungen basierende analytische
Berechnungen zuriickgegriffen werden muss.

Fiir den hier angestrebten Nachweis der Stabilitdt der MRC-Ergebnisse wer-
den zuerst die Figenschaften der Regressionscluster niher betrachtet. Man
bestimmt Mittelwerte 7, und Varianzen si der Residuen e in jedem der
K Cluster. Nun wird angenommen, die Verteilung der Residuen spiegelt die
Verteilung einer normalverteilten Grundgesamtheit wider.

Ty = i, bzw. s2 = 042

Es werden dann neue Sample aus einer normalverteilten Grundgesamtheit
mit den Eigenschaften 7} bzw. s gezogen. Die Menge der neu gezogenen
Sample entspricht der Objektanzahl in den urspriinglichen Clustern. Es exis-
tiert nun ein neu generierter Datensatz mit statistisch dem Ursprungsda-
tensatz dquivalenten Eigenschaften. Dieser wird im Weiteren als resample-
Datensatz bezeichnet. Von diesem resample-Datensatz konnen per Regressi-
on die Eigenschaften der einzelnen resample-Cluster bestimmt werden. Der
resample-Datensatz wird nun in gleicher Weise wie der Ursprungsdatensatz
der MRC-Analyse mit dem vorher bestimmten K unterzogen. Dieser Pro-
zess des resamplings und der darauf folgenden MRC-Analyse wird R-mal
wiederholt.

Im Anschluss konnen die Eigenschaften der resample-Cluster und der MRC-
Cluster in einem Histogramm verglichen werden. Weiterhin werden die nor-
malverteilten Anstiege und Intercepts der resample-Cluster im Mittel den
Eigenschaften der Ursprungscluster entsprechen. Der Vergleich der Stan-
dardabweichung der Parameter der Ursprungscluster mit denen der MRC-
Cluster, sowie der Vergleich der Mittelwerte der Verteilungen der Parameter
der resample-Cluster mit den Verteilungen der Parameter der MRC-Cluster,
ermoglicht eine Einschitzung der Stabilitdt der gefundenen Partition.
Mittels Standardabweichungen der Verteilungen der MRC-Cluster kann ein
Vertrauensintervall fiir die Regressionsparameter angegeben werden. Diese
Intervallgrenzen konnen entweder wie in Gleichung 2.28 bestimmt oder durch
Aufsummieren bis zur gewdhlten Irrtumswahrscheinlichkeit an den Réndern
der Verteilungen der Parameter erhalten werden.
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2.4.3 Drehung des Koordinatensystems

Es ist moglich, dass die Lage eines Clusters im Raum ungiinstig fiir die An-
wendung des Algorithmus ist. Dies ist der Fall, wenn ein Cluster nahezu
parallel zur y-Achse liegt, da dann die bei der Regression berechneten Resi-
duen, also die Abstidnde in y-Richtung, besonders grof sind. Um das Auffin-
den des globalen Minimums zu ermdéglichen, ist es notwendig, die Daten im
Koordinatensystem durch Anwendung einer Drehmatrix zu drehen.

1 0

COS & sin av
M = (2.38)

—sin o cos o

Abb. 2.8: Verallgemeinerte Drehmatrix. Im 2-d Fall verbleiben nur die 4 Terme
im Zentrum der Matrix.

Abb. 2.9: Drehung eines Beispieldatensatzes. Die scheinbar unterschiedlichen Win-
kel zwischen den Regressionsgeraden beruhen lediglich auf der Darstellungsart.
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In Abbildung 2.9 ist beispielhaft ein Datensatz dargestellt, der verdeutlicht,
wie notwendig eine Drehung des Datensatzes sein kann. An den eingezeich-
neten Regressionslinien fiir die zwei leicht identifizierbaren Cluster ist gut
zu erkennen, ob der Algorithmus diese gefunden hat oder nicht. Im linken
Bild ist zu sehen, dass der Algorithmus wegen der Steilheit der Objektwolke
nicht in der Lage ist, diese zu bestimmen. Auf die Bewertung mittels einer
Giitefunktion soll hier noch nicht eingegangen werden (siehe Kapitel 3). Die
Drehung aller Datenpunkte um einen wihlbaren Winkel « stellt kein Pro-
blem dar. Jedoch die Riicktransformation der berechneten Parameter der
Regressionsgeraden ist etwas umstidndlicher und soll hier kurz erlautert wer-
den. Als Beschreibung der Regressionsgeraden werden die Schnittpunkte mit
den Koordinatenachsen ausgewihlt (hier zweidimensional !).

—n/m ‘ 7
() o
Abb. 2.10: Vor der Drehung Abb. 2.11: Nach der Drehung

Diese beiden Vektoren werden mittels Drehmatrix zu b und 7 gedreht (Siehe
Abb. 2.10 und 2.11) . Da die Datenmatrix zu Beginn der Berechnung auf den
Mittelwert 0 und die Standardabweichung 1 normiert wurde, miissen diese
Werte jetzt mit yy - sd(y) + mean(y) wieder zuriicknormiert werden. Man
erhilt dabei fiir b und P

(bx) _ <n “sina - sd(z) + mean(a:)) (2.39)

by n-cosa - sd(y)+ mean(y)

( r) _ ((—n/m) ~cosa - sd(x) + mean(ﬂf))_ (2.40)

Dy (+n/m) - sina - sd(y) + mean(y)

und

Aus diesen beiden Vektoren des Rohdatenraumes muss nun noch die zuge-
horige Gerade berechnet werden. Wir haben einen Punkt und einen Vektor
gegeben und kénnen damit die Gerade angeben als: g(Z) = g+ 7 - (b — 7).
Die z- bzw. y-Komponente dieser Gerade wird Null gesetzt und in die jeweils
andere Komponente eingesetzt. Dies ermoglicht die Berechnung der Schnitt-
punkte mit der z- bzw. y-Achse. Mit n = yp und m = —yy/x¢ kénnen wir
den Verlauf des Regressionsclusters innerhalb der Rohdaten angeben.
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2.4.4 Ablaufschema

Fiir die Umsetzung des Algorithmus, der Datenaufbereitung im Vorfeld,
sowie der graphischen Darstellung der Ergebnisse wurde die Open-Source-
Programmiersprache R verwendet [www.r-project.org|. Sie wurde fiir die sta-
tistische Analyse und Darstellung entwickelt. Viele Prozesse kénnen durch die
Benutzung einer Vielzahl implementierter statistischer und graphischer Me-
thoden vereinfacht werden.

In Abbildung 2.12 ist eine Ubersicht zum Ablauf und zur Funktionsweise des
Algorithmus dargestellt. Die Darstellung bezieht sich auf die Verwendung des
alternativen Simulated Annealing, da dieses hauptsichlich zur Anwendung
kam.

Der Algorithmus beginnt mit dem Einlesen der Datenmatrix, welche vorher
aus verschiedenen Datenquellen zusammengestellt wurde. Die Zeilen der Ma-
trix entsprechen den n Objekten, die m Spalten beinhalten die verschiedenen
Variablen. Es wird eine Anfangspartition erstellt, indem die Objekte zufalls-
generiert auf die vorher festgelegte Clusteranzahl verteilt werden. Der erste
Wert der Zielfunktion wird berechnet. Nun wird fiir jedes Objekt gepriift,
ob der Wechsel in ein anderes Cluster eine Verbesserung der Zielfunktion
bewirkt. Ist dies der Fall, findet der Wechsel statt und der Algorithmus geht
zum nachsten Objekt bzw. Cluster iiber. Ist dies nicht der Fall, wird die
Zahl der hintereinander nicht gewechselten Objekte bestimmt. Diese Menge
definiert ein Minimum, wenn keines der Objekte in einer Berechnungsrunde
gewechselt wurde. Handelt es sich nicht um ein Minimum, geht der Algorith-
mus zum Wechsel zum néchsten Cluster {iber. Bringt keiner der K Cluster
eine Verbesserung der Zielfunktion mit sich, wird zum néchsten Objekt ge-
wechselt. Wenn es sich um ein lokales Minimum handelt wird darauthin eine
bestimmte Anzahl von Objekten per Zufall auf die Cluster verteilt und der
Algorithmus beginnt wieder beim Berechnen der Zielfunktion.

Erst wenn ein lokales Minimum mit einer vorher festgelegten Haufigkeit wie-
der erreicht wurde, wird es als globales Minimum angesehen und die Be-
rechnung ist beendet. Weiterhin kann zur Einschréinkung der Rechenzeit die
Anzahl der Objektwechsel begrenzt werden.
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2.5 Datenvorbearbeitung

1 T ... Tim
‘/1,] — Yo To1 ... Tom (241)
Yn Tp1 v Tnm

Zu Beginn einer Datenanalyse ist es notwendig, sich mit der Verteilung und
dem strukturellen Aufbau der Daten zu beschiftigen. Der Datensatz ist in
einer (n x m)-Matrix zusammengefasst. Wie in Abbildung 2.41 zu sehen,
besteht die Matrix V;; aus n Zeilen, welche den n Objekten entsprechen,
sowie m Spalten. Diese stehen fiir die m Eigenschaften der Objekte.

Eine erste Moglichkeit fiir einen guten Uberblick bietet die Projektionsdar-
stellung. Sie stellt alle Variablen aus einem mehrdimensionalen Datensatz
paarweise zweidimensional dar. Bei empirischen Daten wird das Fehlen ei-
niger Datenpunkte unvermeidlich sein. Es bestiinde die Moglichkeit, diese
Liicken durch Mittelung der umgebenden Werte zu fiillen. Da es sich bei
den spéiter verwendeten Objekten um Lander handelt, wiirde dies eine Glit-
tung der Werte iiber Léndergrenzen hinweg bedeuten, obwohl gerade dort
sehr grofe Schwankungen zu erwarten sind. Daher erscheint dieses Vorgehen
bei unseren Daten unangebracht. Die Beobachtungen mit Fehlstellen wer-
den vollstdndig herausgenommen, eine Zeile in der Datenmatrix wird also
geloscht.

2.5.1 Standardisierung

In mehrdimensionalen Datensétzen haben einzelne Komponenten hiufig sehr
unterschiedliche Wertebereiche [Runkler, 2000|. Um jeder Variablen dasselbe
Gewicht zu geben, miissen die Daten vor der Analyse standardisiert werden.
Dies ist auf verschiedene Weisen mdoglich, z.B. durch die z-Transformation
oder die p-o-Standardisierung. In dieser Arbeit wird nur letztere verwen-
det. Dafiir werden spalten- bzw. variablenweise die Daten gemittelt (z;) und
die Varianzen s; berechnet. Mit diesen Groken werden die i Datenpunkte
einheitlich auf den Mittelwert 0 und die Varianz 1 transformiert.

gNorm — T % (2.42)
Sj
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2.5.2 Ausreiller

Gibt es im Datensatz Ausreifier, das heifit Punkte, die einen ungewthnlich
grofen Abstand zum Rest der Punkte aufweisen, stellt sich die Frage, ob
diese auf Messfehler zuriickzufiihren sind oder ob sie wichtige Informationen
fiir die Analyse beinhalten.

Um dies festzustellen kann man z.B. auf die 2-Sigma-Regel zuriickgreifen. Sie
klassifiziert jede Beobachtung als Ausreifer, sobald mindestens eine Kompo-
nente um mehr als das zweifache der Standardabweichung vom Mittelwert
abweicht [Runkler, 2003]. Weiterhin kann man durch die Darstellung der
einzelnen Komponenten in einem Histogramm auf ungewohnliche Werte auf-
merksam werden. Mit diesem ist es moglich, eine grob aufgeloste Darstellung
der Haufigkeitsverteilung einer Variablen zu erhalten.

Nach einer Plausibilititskontrolle der gefundenen Messwerte kann entschie-
den werden, ob diese Punkte weiter in die Analyse eingehen. Neben dem
vollstdndigen Herausnehmen der entsprechenden Beobachtung gibt es ande-
re Moglichkeiten Ausreifter zu behandeln. Beispielsweise Ersetzen durch den
globalen Mittelwert, durch die néchsten Nachbarn, durch die Minimal- oder
Maximalwerte (ohne den oder die Ausreifier) der betroffenen Komponente
u.a. [Runkler, 2000]. In dieser Arbeit wird im Folgenden mit als Fehlwert
erkannten Ausreiflern so verfahren, dass die gesamte Beobachtung aus dem
Datensatz entfernt wird.

Staat Reihenfolge

HIV-Rate
Eh o ) Botswana 2
3105 ) Kenya 17
y : 5 Lesotho 3
.| < Namibia 6
g: ] : 0 . SouthAfrica 5
& & m 0 i san Swaziland 1
Zambia 7
Abb. 2.13: HIV-Staaten. Dargestellt sind Zimbabwe 4

Anderung der Lebenserwartung iiber Ande-

rung des GDP /Kopf. Tab. 2.2: Rangordnung nach

HIV-Rate.

Hier soll beispielhaft eine Plausibilitdtsanalyse von auffilligen Werten in ei-
nem Datensatz durchgefiihrt werden. Bei der zweidimensionalen Darstellung
handelt es sich um die Anderung der Lebenserwartung in den 90-er Jahren
iiber die Anderung des Bruttoinlandsproduktes in den 90-ern.
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Wie in Abbildung 2.13 gut zu erkennen, existiert eine Gruppe von Staaten
mit einem auffallend negativen Bevolkerungswachstum. Handelt es sich um
falsche Messwerte oder konnen die starken Abweichungen zu den restlichen
Daten inhaltlich begriindet werden? In Tabelle 2.2 sind die Staaten inner-
halb der Ellipse mit der Reihenfolge der Rate der HIV-Betroffenen in dem
jeweiligen Land aufgelistet.

Es ist gut zu erkennen, dass simtliche Staaten mit aufféllig stark fallender
Lebenserwartung zu den am stirksten von HIV betroffenen Lindern zih-
len. Es gibt also eine sinnvolle Erklarung fiir die grofe Abweichung dieser
Werte. Wie weiter mit diesen Werten verfahren wird, hangt vom speziellen
Fall der Analyse ab. Auf die Staaten mit besonders hohem Bruttoinlands-
produkt, welche ebenfalls ndher untersucht werden miissten, soll hier nicht
weiter eingegangen werden.

Im folgenden Kapitel wird die Methode der Multiregressionsclusterung an
synthetischen und realen Daten angewendet.
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Kapitel 3

Anwendung der Methoden



3.1 Anwendung auf synthetische Daten

Bevor der Algorithmus auf reale Daten angewandt wird, wird die Funktio-
nalitdt sowohl des Algorithmus selbst als auch der Giitemafe an synthetisch
erzeugten Daten getestet. Der Vorteil dieser Daten ist die bekannte Struktur,
die es ermoglicht, Ergebnisse einer Analyse objektiv zu bewerten.

3.1.1 Erstellen der synthetischen Daten

Zur Generierung der Daten wird eine vorher festgelegte Zahl (n) von Punk-
ten aus einer gleichverteilten Menge bestimmt. Dies wird fiir jede der m
erkldrenden Dimensionen (Xi, Xo, .., X,,) sowie fiir jedes Cluster wiederholt.
Nun werden fiir jedes Cluster k (k=1..K) die Punkte nach folgendem Berech-
nungsmuster bestimmt:

Vi = bor, + 011k + .. + by T + €5 (3.1)

y=mx+n leicht verrauscht stark verrauscht

25

20

Abb. 3.1: links - Generierte Gerade; mitte - Schwaches aufaddiertes Rauschen;
rechts - Starkes aufaddiertes Rauschen; Die Beschriftungen der x- und y-Achsen
wurde der Ubersicht halber weggelassen.

Die b;;'s sind die withlbaren Paramter einer Hyperfliche. Beim letzten Term
handelt es sich um einen Vektor, welcher die Stirke des Verrauschens der
Hyperfliche definiert.
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Die Elemente des Vektors werden einer normalverteilten Menge mit dem
Mittelwert 4 = 0 und einer wihlbaren Standardabweichung ¢ entnommen.
Die bestimmten Datenreihen werden wie in Abbildung 2.41 als eine (n x m)-
Matrix aufgefasst.

In Abbildung 3.1! ist beispielhaft die Entstehung eines solchen synthetischen
Clusters dargestellt.

3.1.2 Prifen der Giitemafie

Wie oben bereits erwihnt, liegt ein grundlegendes Problem der Analyse in der
Wahl angemessener Giitemafe. Nur wenn deren Einsatz sich an den kiinstli-
chen Daten bewihrt hat, kann er an Daten mit unbekannter Struktur erfol-
gen. Die Priifung verlduft auf drei verschiedenen Ebenen.

Anwendung auf einen ...

...zufallsverteilten 2-d Datensatz

...schwach verrauschten 2-d Datensatz mit multilinearer Struktur

...stark verrauschten 2-d Datensatz mit multilinearer Struktur

Datensatz ohne Struktur

Bei diesem Datensatz sollten die Giitefunktionen bei der Verteilung der Da-
tenpunkte auf Partitionen mit von 1 bis 10 zunehmender Clusterzahl einen
Verlauf aufweisen, welcher keine Clusteranzahl préferiert. Mit jedem hinzu-
genommenen Cluster wird im Mittel der Abstand aller Punkte zu den Re-
gressionsgeraden geringer und die Erklarungskraft der Partitionen selbst in
einem Datensatz ohne Struktur besser. Da die Anzahl der Datenpunkte auch
in diesem Datensatz beschrénkt ist (200 Datenpunkte), wiirde es auch eine
Clusteranzahl K geben, bei der die vollstindige Varianz erklért ist. Dies ist
spatestens dann der Fall, wenn jeweils 2 Datenpunkte in einem Regressions-
cluster liegen.

Die Analyse wurde fiir die Partitionen mit der Clusteranzahl 1 bis 10 bei
zehnmal neu ausgewiirfeltem Rohdatensatz durchgefiihrt. Die sich daraus
ergebenden 100 Giitewerte sind in jeder der 5 Giitegrafiken in Abbildung
3.2 eingetragen. Die fiinf verwendeten Giitemafe wurden in Abschnitt 2.3.2
naher vorgestellt.

In Abbildung 3.2(1) ist beispielhaft einer der zehn zweidimensionalen zu-
fallsverteilten Datensitze dargestellt. Abbildung 3.2(2) stellt den Verlauf des
Anteils der erklédrten gegeniiber der gesamten Varianz dar.

'Im Grofiteil der folgenden Darstellungen werden die Beschriftungen der x- und y-
Achsen aus Griinden der Ubersichtlichkeit weggelassen.
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Abb. 3.2: Beispieldatensatz und Giitekriterien fiir Clusterzahlen K=1..8 des 2-
d Datensatzes ohne Struktur. Die Ergebnisse fiir die gekreuzten Cluster sind mit
Pfeilen markiert.

Die Abbildung 3.2(3) und Abbildung 3.2(4) geben die Ergebnisse der Si-
gnifikanzanalyse wieder. Alle drei Giitefunktionen haben keinen eindeutigen
Verlauf und es wird wie erwartet keine Clusteranzahl préferiert. Auffillig ist
in Bild 3.2(4) jedoch das bei K = 2 auftretende Minimum. Dieses ldsst sich
darauf zuriickfiihren, dass bei einer nahezu gleichverteilten Datenwolke die
Erklarungskraft bei gekreuzten Regressionsgeraden vergleichsweise gut ist.
Dieser Umstand ist auch in 3.2(2) bei K = 2, allerdings etwas schwicher,
auszumachen. In Abbildung 3.2(5) ist die Zielfunktion selbst dargestellt. Sie
hat einen stetig fallenden Verlauf. Hier ist deutlich zu erkennen, wie eine
Zunahme an Clustern eine Verbesserung der Anpassung mit sich bringt. Die
Abweichungen, verursacht durch unterschiedliche Datensitze, sind gering.
Beim Akaike Information Criterion ist der Verlauf durch die zunehmende
Erklarungskraft und die verbesserte Zielfunktion ebenfalls stetig fallend. Die
Zuverlissigkeit der Analysemethode héngt, wie die folgende Untersuchung
zeigen wird, von der Stirke des statistischen Rauschens ab, welches iiber die
linearen Strukturen gelegt wurde. Daher werden Analysen bei unterschiedli-
chen Rauschstirken gemacht.

40



Datensatz mit schwach verrauschter multilinearer Struktur

Zunichst wird die Multiregressionscluster-Analyse auf einen zweidimensio-
nalen Datensatz angewendet, dessen Datenpunkte sich in vier gut trennbare
Cluster aufteilen lassen. Das aufaddierte Rauschen ist hier also gering ge-
wahlt.

Ein Beispieldatensatz und die Giitekriterien sind in Abbildung 3.3 dargestellt.
Abbildung 3.3(1) zeigt den analysierten Datensatz nur beispielhaft, da die
MRC-Analyse zehnmalig mit neu ausgewiirfeltem Datensatz durchgefiihrt
wurde. In Abbildung 3.3(2) folgt der Anteil der mit den K Clustern erklérten
Varianz an der gesamten Varianz des Datensatzes. Die hier und im weiteren
bei 0.9 eingefiigte Linie soll die Marke, ab welcher 90 % der Varianz erklért
sind, leichter erkennbar machen. Es ist zu sehen, dass diese Marke bei einigen
Durchgingen schon bei 3 Clustern leicht, bei 4 jedoch deutlich iiberschritten
wird. Beim F-Wert in Abbildung 3.3(3) ist ebenfalls eine deutliche Stufe von
K =3 zu K = 4 zu erkennen. Die mittleren Signifikanzwerte der Cluster in
Abbildung 3.3(4) zeigen bei K = 4 die geringsten Schwankungen zwischen
den zehn Durchgingen.
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Abb. 3.3: Beispieldatensatz und Giitekriterien fiir Clusterzahlen K=1..8 vom 2-d
Datensatz mit 4 Clustern und schwachem Rauschen.
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Bei K = 3 bis K = 6 endeten einige Durchginge mit einem gleich guten
Ergebnis. Abbildung 3.3(5) stellt den Verlauf der Zielfunktion dar, welcher
hichstens iiber eine abnehmende Anderungsrate auf eine Clusterzahl schlie-
fen lassen wiirde. Ab K = 4 ist diese Anderungsrate, im Vergleich zur vor-
herigen Anderung, sehr klein.

Das Akaike Information Criterium in Abbildung 3.3(6) stérkt die Annahme
von K = 4 als giinstige Partitionsgroffe mit einer deutlichen Stufe zwischen
K =3und K =4.

Es ist also festzustellen, dass die Giitemafe es bei diesem leicht verrausch-
ten Datensatz gut ermdglichen, auf die im Datensatz steckende Struktur
zu schliefen. Ein Vergleich der Parameter der durch den MRC-Algorithmus
gefundenen Regressionsgeraden mit den vorher festgelegten belegt die Uber-
einstimmung. Auch hat sich bei Versuchen mit verdnderten Parametern der
Geraden, anderen Clusteranzahlen aber &dhnlich niedrigen Rauschstirken ein
vergleichbares Ergebnis gezeigt.

Datensatz mit stark verrauschter multilinearer Struktur
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Abb. 3.4: Beispieldatensatz und Giitemafe zur Analyse eines stark verrauschten
Datensatzes.
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Nun soll ein Datensatz untersucht werden, der in den Eigenschaften der Clus-
ter (Anstieg, Intercept) dem Datensatz in Abbildung 3.3 entspricht. Der Da-
tensatz besteht ebenfalls aus 200 Objekten. Das aufaddierte Rauschen ist
jedoch um den Faktor 4 vergrofert worden. Die Analyse wurde von Clu-
steranzahl 1 bis 7 durchgefiihrt.

In Abbildung 3.4 ist im ersten Bild wieder beispielhaft der Datensatz aus
einer der zehn Wiederholungen mit neu erstelltem Datensatz dargestellt. In
folgender Abbildung fiir die erklirte Varianz sieht man, dass bei K = 4 {iber
90% der Varianz erklirt sind. In Abbildung 3.4(3) gibt es fiir den F-Wert der
vierten Partition ein lokales Maximum. Die mittleren Signifikanzlevel (Abb.
3.4(4)) sind wiederum bei K = 4 iiber die zehn Wiederholungen sehr stabil.
Das Minimum dieser Giitefunktion wird auch bei K = 3 und K = 5 erreicht.
Die Zielfunktion verlangsamt ihren Abfall ab der vierten Partition deutlich.
Beim Akaike Information Criterium gibt es bei dieser Rauschstirke keinen
deutlichen Sprung mehr. Lediglich ein Knick im Verlauf ist zu erkennen, der
ebenfalls die vierte Partition markiert.

Datensatz mit variierender Varianz

T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40

Abb. 3.5: Generierte Daten mit in 6 Etappen ansteigender Varianz von sehr ge-
ring bis sehr stark. Zusétzlich sind die durch die MRC-Analyse bei vorgegebener
Clusteranzahl K = 3 gefundenen Regressionsgeraden eingetragen.
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Fiir die letzte Analyse an synthetischen Daten wurde ein Datensatz gene-
riert, der drei Cluster aufweist. Die Standardabweichung des Rauschens (siehe
3.1.1) nimmt in 6 Etappen von sehr schwach bis sehr stark zu (Standardab-
weichung des Rauschens: (sd;—;_=0;20;40;60;80;120). Mit diesen 6 Datensét-
zen wurde die Multiregressionsclusterung bei einer vorgegebenen Clusteran-
zahl von drei durchgefiihrt. In Abbildung 3.5 ist zu erkennen, wie die drei
Cluster trotz deutlicher Verstirkung des Rauschens noch erkannt werden.
Erst in der letzten Darstellung stimmen die gefundenen Regressionsgeraden
nicht mehr mit den urspriinglich definierten iiberein. Jedoch bereits im Abbil-
dung 3.5(5) ist die Struktur des Datensatzes nicht mehr eindeutig mit dem
bloken Auge zu erkennen. Der Algorithmus ordnet jedoch immer noch die
drei Cluster richtig zu.

In diesem Kapitel wurden die in 2.3.2 vorgestellten Gilitemafe an synthetisch
erzeugten Daten getestet. Sie sollen der Analytikerin bei der Wahl der ge-
eigneten Clusteranzahl helfen. Wichtig zu bemerken ist, dass eine eindeutige
Aussage mit einem der Giitemafe nicht zu treffen ist. Es konnen nur aus dem
Verlauf mehrerer Giitemafe Schlussfolgerungen auf die bevorzugte Partition
gemacht werden.

Haufig tritt auch der Fall ein, dass ein Hinzufiigen eines Clusters keine qua-
litativ neue Gruppe bildet, da nur zwei Cluster parallel laufend ein altes
Cluster aufteilen. Dies kann nur eine genaue Untersuchung der Parameter
der Regressionscluster aufdecken.

Welches die wirkliche Struktur im Datensatz ist, kann selbst bei bekann-
ten Parametern der generierten Daten nicht eindeutig gesagt werden. Eine
urspriinglich zugrundegelegte Struktur mit vorgegebener Zahl von Clustern
kann durch das aufaddierte Rauschen seine Struktur soweit verloren haben,
dass eine andere Partition mit neuer Clusterzahl optimal ist.

Fiir die spétere Analyse ist auch die richtige Einstellung der Parameter der
Analyse wichtig. Wie in Abschnitt 2.4 niher erldutert, gibt es Moglichkeiten,
das Simulated Annealing zu verstiarken. Dies erleichtert das Auffinden der
geeigneten Partition auch bei verrauschteren Daten, verlangert jedoch auch
die Rechenzeit.

Abschliefend bleibt zu bemerken, dass die drei Giitemake EV/GV, F-Wert
und mean(p-Value) besonders aussagekriftig sind. Sie ermdoglichen, zumin-
dest bei nicht zu starkem Rauschen, das Auffinden der generierten Cluster
(sieche Abschnitt 3.1.2 und 3.1.2). Die Aussagekraft der Zielfunktion ist allge-
mein nur gering. Das AIC erweist sich ebenfalls als sehr niitzlich. Bei gerin-
gem Rauschen zeigt sich bei der vorher definierten Clusteranzahl ein Absatz
und bei stdarkerem Rauschen ein Abknicken im Verlaufes des AIC.
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Ein weiteres Merkmal fiir eine geeignete Partition hat sich bei beiden Daten-
sitzen mit Struktur gezeigt. Bei mehrmaligem Wiederholen der Analyse mit
unterschiedlicher Anfangspartition sind die Giitemafe bei der urspriinglich
gewihlten Clusteranzahl am stabilsten gewesen. Insbesondere beim mittleren
Signifikanzlevel in Abbildung 3.3(4) und Abbildung 3.4(4) ist diese Stabilitét
auffallend.

Im n#chsten Abschnitt werden die an synthetischen Daten erprobten Metho-
den und verwendeten Giitemafe auf empirische Daten angewandt.
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3.2 Anwendung auf empirische Daten

Zur Anwendung der Multiregressionscluster-Analyse wurden unterschiedliche
empirische Datensétze ausgewihlt. Bei der Auswahl wurde nach folgenden
Kriterien vorgegangen:

Verfiigbarkeit der Daten

Die Daten sollten weltweit mindestens auf Linderebene vorhanden sein. Um
eine sinnvolle Analyse von Zusammenhingen zu betreiben ist es notwen-
dig, eine nicht zu geringe Anzahl von Datenpunkten in die Untersuchung
einflielen zu lassen. Waren die rdumlichen oder zeitlichen Liicken in den
Datenséitzen zu grof, fielen die entsprechenden Grofen als potentiell zu un-
tersuchenden Variablen heraus.

inhaltliche Gesichtspunkte

Weiterhin mussten die Daten eine sinnvolle Interpretation eines potentiel-
len Zusammenhangs zulassen. Viele Daten bilden in der Gegeniiberstellung
lediglich Hypersphéren aus, bei denen eine Multiregressionsclusterung zwar
eine von der Giite her betrachtet bessere Zuordnung der Datenpunkte zuldsst
als bei einer gewdhnlichen Multiregression, jedoch erscheinen die Cluster als
nur schlecht voneinander getrennt und schwer interpretierbar.

Es mussten also Datenmatrizen zusammengestellt werden, in denen trennbare
und sinnvolle Zusammenhénge vermutet werden und deren einzelne Variablen
ausreichend viele Datenpunkte aufweisen.

3.2.1 Datenquellen

Als Datenquelle nutzen wir die World Development Indicators der Weltbank
[WDI, 2001|. Ein Vorteil dieser Datenquelle ist, dass hier die Zeitreihen von
mehr als 500 Indikatoren fiir eine feste Léndermenge zusammengestellt sind
und diese sich auch gegeniiber anderen Quellen als weitaus umfangreicher
beziiglich der verfiigbaren Zeitraume herausgestellt haben. Die CD-Rom wird
jahrlich von der Weltbank herausgegeben und enthélt Daten fiir 208 Staaten
von 1960 bis 2002. Es ist moglich, die Daten in verschiedenen Formaten zu
exportieren, anschliefend zu bearbeiten und fiir die Analyse in R [www.r-
project.org| einzulesen.

Weiterhin werden Daten aus dem World Development Report genutzt, wel-
cher im Netz frei zugénglich ist [WDRJ|. Diese Daten werden seit 1990 her-
ausgegeben und sollen es ermdéglichen, einen Einblick in die Entwicklung von
Armut und Wohlstand iiber die bloke Angabe des Pro-Kopf-Einkommens
hinaus zu erlangen.
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Bei der Auswahl weiterer exemplarischer Datensitze wurden erndhrungsspe-
zifische Daten ausgewihlt, da diese als ein wichtiger Indikator fiir Armut
und Wohlstand angesehen werden konnen. Die Ertragsdaten ausgewéihlter
Nutzpflanzen wurden aus der im Internet frei zugénglichen statistischen Da-
tenbasis der Food and Agricultural Organization [FAOSTAT]| entnommen.
Es liegt nahe, dass die Ertrége der Nutzpflanzen in starkem Mafe von klima-
tischen Gegebenheiten beeinflusst werden. Daher wurden in einem weiteren
Schritt Klima- bzw. Wetterdaten in die Analyse einbezogen. Bei diesen han-
delt es sich um Daten vom Climate Research Unit, welche am PIK auf ein
rdumliches Raster interpoliert wurden. Sie liegen nun mit einer Auflésung
von 0.5°x0.5° fiir die monatlichen Mittelwerte von Temperatur und den mo-
natlichen Niederschlégen vor. Zur Analyse konnen Datensitze von 1951 bis
2000 herangezogen werden.

Eine Ubersicht iiber die in den Beispielen verwendeten Daten gibt Tabelle
3.1. Bei diesen kann es sich lediglich um eine beispielhafte Auswahl an Daten
zur Anwendungen des MRC-Verfahrens handeln. Eine systematische und au-
tomatisierte Durchforstung der genannten Datenquellen wiirde den Rahmen
dieser Diplomarbeit sprengen.

Datum Einheit | Auflésung | Zeitraum Quelle Abk.
HIV-Rate Anzahl | pro Land 2003 CIA

Niederschlag, monthly mm 0.5x0.5 | 1961-2000 CRU P
Temperatur, monthly mean mm 0.5x0.5 | 1961-2000 CRU T
Kindersterblichkeit pro 1000 | pro Land 2002 WDR IMR
Untererndhrung bei Kindern % | pro Land | 1995-2002 WDR | ChMal
Human Development Index Index | pro Land 2002 WDR HDI
GDP pro Kopf Dollar | pro Land 2002 WDR

Diingemittel (Fertilizer) hg/ha | pro Land | 1961-1999 WDI F
Traktor (Mechanisierung) #/ha | pro Land | 1961-1999 WDI M
Anteil Anbaufliche % | pro Land | 1961-1999 WDI L
Sorghumertrag hg/ha | pro Land | 1961-2000 | FAOSTAT

Weizenertrag hg/ha | pro Land | 1961-2000 | FAOSTAT

Getreideertrag hg/ha | pro Land | 1961-2000 | FAOSTAT Y

Tab. 3.1: Verwendete Daten mit Aufbau und Quelle. Genauere Angaben zur Quelle
befinden sich im Literaturverzeichnis.
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3.2.2 Kindersterblichkeit versus Unterernahrung

Als erstes soll unsere Analysemethode auf einen zweidimensionalen Daten-
satz, bestehend aus Kindersterblichkeit und Unterernihrung bei Kindern,
angewandt werden. Die Kindersterblichkeit (Infant Mortality Rate - IMR)
ist als Anzahl verstorbener Kinder zwischen Geburt und 5. Lebensjahr pro
1000 Lebendgeborenen im Jahr 2002 angegeben. Die Untererndhrung bei
Kindern (Children under weight for age - ChMal) ist in Prozent der Kinder
bis 5 Jahren mit Untergewicht im Zeitraum 1995 bis 2002, angegeben. Beide
Datensétze liegen fiir 134 Staaten in Siidamerika, Afrika und Asien vor.
Zuerst wurden beide Datensdtze mittels eines Histogrammes auf auffillige
Werte untersucht. Wie den beiden Verteilungen in Abbildung 3.6 zu entneh-
men ist, gibt es jedoch keine Ausreifer unter den Datenpunkten.

Haufigkeit
Haufigkeit

[ T T 1 [ T T T T 1
0 50 100 150 0 10 20 30 40 50

Kindersterblichkeit/1000 Lebendgeborene Anteil der unterernahrten Kinder in %

Abb. 3.6: Histogramme der Datensétze Child Malnutrition sowie Infant Mortality
Rate.

Der Vorteil eines zweidimensionalen Datensatzes, wie in Abbildung 3.7 darge-
stellt, ist die M6glichkeit einer direkten optischen Inspektion. Wie zu erwar-
ten, besteht insgesamt eine positive Korrelation zwischen der mangelhaften
Erndhrung bei Kindern und ihrer Sterblichkeit.
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Abb. 3.7: Zusammenhang zwischen Untererndhrung und Sterblichkeit bei Kin-
dern.

Bei genauerem Hinsehen scheinen sich jedoch zwei Gruppen von Léindern
abzuzeichnen, die durch unterschiedliche lineare Zusammenhénge der bei-
den untersuchten Variablen gekennzeichnet sind. Im néchsten Abschnitt folgt
mittels der Giitekriterien eine Analyse der geeigneten Clusteranzahl.

Optimale Clusteranzahl

In Abbildung 3.8 sind verschiedene Giitemafe fiir die Partitionen mit der
Clusteranzahl von 1 bis 8 dargestellt. Fiir diese und die folgenden Analysen
wurden die Giitemafe ausgewihlt, welche bereits in Kapitel 3.1.2 auf ihre
Funktion an synthetischen Daten getestet wurden. Zusitzlich kommt das
Giitemak log(maz(Ftest)) zur Verwendung, dessen Zweckméifigkeit sich erst
im spéiteren Verlauf der Arbeit bewiesen hat. Seine Funktionsweise wird in
Abschnitt 2.3.2 erlautert.

Die Analyse wurde zehnmal mit verdnderter Anfangspartition wiederholt und
diese mehrfachen Ergebnisse in jedem Giitemafl den Partitionen zugeordnet.
Der Anteil der erklirten Varianz von 0.9, wird erst bei einer Clusteranzahl
von 5 iiberschritten. Auch ist beim F-Wert ein markanter Sprung von P
(Partition mit K = 4) auf Ps zu bemerken.
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Abb. 3.8: Giitemake zur Analyse vom Datensatz Untererndhrung und Sterblich-
keit bei Kindern.

Trotzdem erscheint diese Menge von Objektgruppen besonders in der gra-
phischen Darstellung als zu grof. Es werden dabei hauptsichlich Cluster
nochmals geteilt, wodurch keine qualitativ neue Gruppe entsteht, die Giite
jedoch verbessert wird. Dem Prinzip der Sparsamkeit dienend wiirden wir die
Clusteranzahl K = 2 bevorzugen. Sie lisst sich auch mit leichten Abstrichen
durch die Giitemafe belegen. Der Anteil der erklarten Varianz macht seinen
grofiten Sprung von P; auf P,. Der Logarithmus vom Signifikanzwert des
schlechtesten Clusters der Partition ist bei P, und P am kleinsten, also am
besten, und der mittlere p-Wert der Partition ist ebenfalls bei diesen beiden
Partitionen optimal.

Auch bei der Zielfunktion und beim AIC ist der Sprung von der ersten zur
zweiten Partition am auffilligsten. Aus diesen Griinden wiirden wir neben
der ersten optischen Analyse auch bei der Analyse der Giitemake auf die
Partition mit der Clusteranzahl zwe: schliefsen.

Statistische Priifung der Robustheit des Ergebnisses

Nun soll das in Abschnitt 2.4.2 vorgestellte Verfahren zur statistischen Analy-
se des Ergebnisses zur Anwendung kommen. Dafiir werden die Eigenschaften
der beiden Cluster nidher betrachtet.
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Abb. 3.9: Q-Q-Plot der Residuen aus C1 (links) und C2 (rechts).

Abbildung 3.9 zeigt den @Q-@Q-Plot (siehe Abschnitt 2.2) der Residuen der bei-
den Cluster. Die Abweichungen der beiden Datensitze von der 45°-Geraden
sind relativ gering und wir nehmen daher die Residuen als normalverteilt an.
Wie beschrieben werden aus den Mittelwerten und der Varianz der Resi-
duen neue, aber statistisch dquivalente Daten gewonnen. Der so generierte
Datensatz wird wieder per Multiregressionsclusterung untersucht. Es werden
zwei Cluster und die entsprechenden Anstiege bestimmt. Diese Datengene-
rierung und -untersuchung wurde 1500-mal wiederholt. Die Ergebnisse sind
in Abbildung 3.10 dargestellt.

Die Abbildungen 3.10(1,4) stellen die Verteilung der Anstiege der Regres-
sionsgeraden dar, welche per einfacher Regression aus den neu generierten
Punkten bestimmt werden konnen. Die Verteilungen beider Cluster haben
die Struktur einer Normalverteilung. Es werden Mittelwerte und Standardab-
weichungen bestimmt und diese Normalverteilungen in Abbildung 3.10(3,6)
eingetragen. Die Abbildungen 3.10(2,5) stellen die Verteilungen der Anstiege
dar, welche durch die Multiregressionsclusterung aus den generierten Daten
bestimmt wurden. Man erkennt deutlich, dass es zwei Zustdnde gibt, wel-
che mit unterschiedlicher Haufigkeit eintreffen. Bei Cluster 1 (C1) fillt in
83,6% der Fille der Anstieg unter den ersten Peak, welcher einen Mittel-
wert von 3,12 hat. Der Anstieg des zweiten Clusters (C2) fillt in 83,9% der
Wiederholungen in den Peak mit dem mittleren Anstieg 1,68. In einem sta-
tistisch dquivalenten Datensatz findet der Algorithmus diese Zuordnung in
zwei Cluster in iiber vier Fiinftel der Falle.
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Die zwei Peaks in beiden Clustern wurden jeweils getrennt auf ihre Eigen-
schaften untersucht. Dafiir wurde im 1. Cluster der Anstieg 4.0 und im 2.
Cluster der Anstieg 1.25 als Trennwert genommen. Die aus den Kennwerten
der Verteilungen gewonnenen Gaufsverteilungen wurden mit dem Anteil der
unter dem jeweiligen Peak befindlichen Ereignisse normiert. Das heifst, dass
beispielsweise in Cluster 1 der Hauptcluster mit 0.836 multipliziert wurde,
da er 836 von 1000 Ereignissen vereint. In Abbildung 3.10(2,5) sind nun die
idealisierten Gaufsverteilungen sowohl der generierten als auch der mit MRC
ermittelten Anstiege zum direkten Vergleich eingetragen. Bis auf den zweiten
selteneren stabilen Zustand iiberlagern sich die Anstiege der resample und
MRC-Cluster von Cluster 1 ohne Abweichung. Im zweiten Cluster gibt es
eine leichte Verschiebung des MRC-Anstieges gegeniiber dem resample An-
stieg. Diese ldsst sich wahrscheinlich auf Fehler bei der Trennung der beiden
Peaks zuriickfiihren.

Zuletzt werden die Vertrauensgrenzen durch Abzéhlen aus den Verteilungen
entnommen. Wir interessieren uns fiir das @ = 95% Intervall. Dafiir miis-
sen, da 1500 Wiederholungen vorgenommen wurden, 75 Ereignisse abgezo-
gen werden. Das entspricht 37.5 Ereignissen am rechten und linken Rand der
jeweiligen Verteilung. Da nach den ganzzahligen Ereignissen erst die néchst-
folgenden Ereignisse als Intervallrinder ausgewéhlt werden, soll hier der nicht
ganzzahlige Teil abgerundet werden. Die Ergebnisse sehen wie folgt aus:

boi =312 2.52 < ey > 3.61 (3.2)

bos = 1.68  1.44 < Ben > 1.93. (3.3)

Die angegebenen Vertrauensintervalle geben an, zwischen welchen Werten
sich der Parameter (5¢;) der Grundgesamtheit mit 95%er Wahrscheinlichkeit
befindet.

Mit der Bootstrapping-Methode konnte gezeigt werden, dass die Einteilung
des Datensatzes in zwei Cluster gerechtfertigt ist. Bis auf etwa ein Fiinftel der
Wiederholungen wurde diese Partition wiedergefunden. Diese abweichenden
Zustinde werden durch Objekte im unteren Bereich des Datensatzes ver-
ursacht, in dem die Regressionscluster sehr nahe beeinander liegen und die
Variationen beim Bootstrapping dazu fiihren kénnen, dass Linder unter-
schiedlich zugeordnet werden. Diese Zustdnde beschreiben keine qualitativ
anderen Zusammenhénge, jedoch ist der Anstieg in Cluster 2 weitaus flacher
und in Cluster 1 steiler.
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Abb. 3.11: Vergleich der Datenanalyse mittels einfacher Regression und
Multiregressionsclusterung. In der rechten Grafik sind die Objekte der einzelnen
Cluster mit unterschiedlichen Symbolen markiert (C1l-gekreuzte Kreise, C2-Kreise).

Inhaltliche Analyse

Ist eine inhaltlich sinnvolle Interpretation der gefundenen Partition moglich?
Um dies zu untersuchen ist es notwendig, sich die Ergebnisse der Regressi-
onsclusterung genauer anzusehen. Welche Linderpunkte befinden sich in wel-
chem der beiden Cluster? Lésst sich begriinden, warum eine Landergruppe
einen stirkeren Anstieg in der Sterblichkeit aufweist? Welche Eigenschaften
haben die Linder einer Gruppe noch gemein?

Abbildung 3.11 soll verdeutlichen, wie sich eine einfache Regression von einer
Regressionsclusterung an diesen Daten unterscheidet. Es ist gut zu erkennen,
dass die zwei Regressionsgeraden die Zusammenhénge in den Daten besser
wiedergeben.

Die Anstiege der Regressionsgeraden in beiden Analysen unterscheiden sich
deutlich. Bei der einfachen Regression lautet der Zusammenhang zwischen
beiden Groéfen: IMR = 17.62 + 2.04 - ChMal

Bei der Regressionsclusterung lauten die Zusammenhéinge in beiden Clustern:
IMR = 6.25 + 1.57 - ChMal sowie IMR = 26.77 + 3.11 - ChMal.
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In einem Cluster nimmt die Kindersterblichkeit in starkerem Mafe mit schlech-
ter werdender Erndhrung zu.

In Abbildung 3.12 sind die Lander der beiden Cluster farblich unterschie-
den auf der Weltkarte dargestellt. Bei den griin gekennzeichneten Léndern
handelt es sich um das Cluster mit dem steileren Anstieg (C2) der Regressi-
onsgeraden. Hier wirkt sich Untererndhrung noch stérker auf die Kindersterb-
lichkeit aus als in Léndern mit roter Markierung (C1). Die griinen Flecken
auf der Weltkarte fiillen den afrikanischen Kontinent fast vollstindig aus.
Einige Lander in Asien sowie in Siidamerika sind ebenfalls griin. Die grau
hinterlegten Fléchen in der Darstellung stehen fiir fehlende Daten. Die Zuge-
horigkeit fast des gesamten afrikanischen Kontinents zu C1 lédsst vermuten,
dass dieses Cluster viele weniger entwickelte Staaten beinhaltet. Dies ldsst
sich bestétigen, wenn man den Mittelwert der HDI- (Human Development
Index) und GDP-pro-Kopf-Werte bildet. Dabei lassen sich deutliche Unter-
schiede zwischen den beiden Gruppen ausmachen. Im ersten Cluster betréigt
der Mittelwert vom HDI = 0.53 und vom GDP = 3104 $/Kopf. Diese un-
terscheiden sich deutlich von den Mittelwerten des zweiten Clusters: HDI =
0.71 und GDP = 6991 $/Kopf.
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Abb. 3.13: Verteilung von Bruttoinlandsprodukt (GDP) und Human Develop-
ment Index (HDI) der an der Analyse beteiligten Staaten. Bei den eingetragenen
waagerechten roten Linien handelt es sich um die Mittelwerte der beiden Cluster.
(HDI(C1) = 0.53, HDI(C2) = 0.71, GDP/Kopf(C1) = 3104 $, GDP/Kopf(C2) —
6991 §)

In Abbildung 3.13 sind die Verteilungen der Gréfen GDP/Kopf und HDI
aus den Landern der Analyse dargestellt. Insbesondere beim HDI kann man
erkennen, wie sehr sich beide Gruppen in ihrer Entwicklung unterscheiden.
Zur Bestidtigung der Signifikanz des Unterschiedes beider Gruppenmittelwer-
te wurde ein t-Test (sieche Abschnitt 2.2) durchgefiihrt.

Beim HDI betrigt die Irrtumswahrscheinlichkeit pyp; ~ 5 x 107! und beim
GDP /Kopf pepp =~ 4 x 107°. Die beiden Mittelwerte in beiden Clustern
weichen also statistisch signifikant voneinander ab.

Was sind die Griinde fiir die unterschiedlichen Zusammenhénge zwischen
Untererndhrung und Kindersterblichkeit in den Gruppen unterschiedlichen
Wohlstandes ?

Es ist bereits belegt worden, dass sich die beiden Léndergruppen deutlich
in ihrer 0konomischen Entwicklung unterscheiden. Das nachweislich gerin-
gere durchschnittliche Einkommen der Menschen in Cluster 2 korreliert mit
anderen Indikatorgréfen der Entwicklung [Ravallion, 1994].
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Dazu zihlen beispielsweise die Verfiigbarkeit von sauberem Trinkwasser und
Sanitiranlagen, der Zugang zu Bildungsmafnahmen und die Anzahl von Arz-
ten pro Einwohner. An diesen Grofen wird deutlich, dass sich eine nicht aus-
reichende Erndhrung eines Kindes in einem &rmeren Land viel verheerender
auswirken kann. Ein unterernidhrtes Kind hat weitaus schlechtere Chancen
auf einen Arzt, ihm fehlen zusétzlich sauberes Trinkwasser und den Eltern
die Moglichkeiten, auf Folgen der Mangelerndhrung adidquat zu reagieren.
Der grofere Wert des Intercepts in Cluster 2 unterstiitzt dies Interpretation.
Selbst bei ausreichender Erndhrung konnen die oben genannten Faktoren, wie
fehlende arztliche Versorgung zu einem friihzeitigen Tod des Kindes fiihren.
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3.2.3 Landwirtschaftliche Ertrage versus Wetter

Als weiteres Beispiel werden Ertragsdaten von vielerorts verwendeten land-
wirtschaftlichen Nutzpflanzen Wetterdaten gegeniibergestellt. Die Daten fiir
die Ertrage wurden der statistischen Datenbasis der Food and Agricultural
Organication of the United Nations [FAOSTAT] entnommen. Fiir ca. 200
Lander liegen dort Ertragsdaten von 1961 bis 2005 fiir verschiedenste An-
baupflanzen vor. Es wurden die Ertragsdaten der Nutzpflanzen Sorghum
und Weizen zwischen 1961 und 2000 ausgewihlt, da hier ausreichend vie-
le Daten vorhanden waren und nach einer optischen Inspektion der Struktur
der Datensétze eine sinnvolle Anwendung der vorgestellten Analysemethode
moglich erschien.

Wir erwarten, dass die Ertrige von Sorghum und Weizen in unterschiedli-
chen Regionen der Welt auf unterschiedliche Weise vom Einflussfaktor Nie-
derschlag abhingen. Aufgrund von dhnlichen Gegebenheiten in bestimmten
Landergruppen sollten sich abgrenzbare Gruppen von Staaten mit dhnlichen
Zusammenhingen ausbilden. Beispielsweise konnte in einigen Regionen der
Ertrag mit zunehmendem Niederschlag ebenfalls zunehmen, da dieses zusétz-
liche Wasserangebot die Wachstumsbedingungen der Pflanze verbessert. In
anderen Regionen zeigt sich moglicherweise der umgekehrte Zusammenhang,
da zusétzlicher Niederschlag zu iiberméfiger Bodenfeuchte fiihrt und dadurch
negativ auf das Wachstum wirkt. Weiterhin wird eine erhohte Niederschlags-
menge mit stirkerer Bewdlkung und daher geringerer Sonnenscheindauer ein-
hergehen. Dies kann sich je nach Pflanze ebenfalls kontraproduktiv auf den
Ertrag auswirken.

Aufbereitung der Wetterdaten

Die Temperatur- und Niederschlagsdaten sind, wie oben beschrieben, auf ei-
nem 0.5° x 0.5°-Raster vorhanden. Weiterhin liegen fiir jedes Jahr und jeden
der 67420 Punkte zwolf Monatsmittel (Temperatur) bzw. Monatssummen
(Niederschlag) vor.

Da das Pflanzenwachstum hauptséchlich von den Wetterbedingungen wéh-
rend der Vegetationsperiode bestimmt wird, ist lediglich eine Betrachtung der
Vegetationsphase von Interesse. Diese wurde aus Cassel-Gintz et.al. (1997)
entnommen, und aus jedem Jahr in jedem Rasterelement nur die entspre-
chende Vegetationsphase extrahiert. Die Niederschlagsmengen wurden auf
Angaben pro Monat gemittelt.

Es ist weiterhin notwendig, die Daten rdumlich zu mitteln, da die Ertrags-
daten nur auf Lénderebene vorliegen. Dabei kam eine Zuordnungsmatrix zur
Anwendung, welche den 67420 Punkten eine Lénderzugehorigkeit zuordnet.
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Alle Datenpunkte aus einem Land wurden zu einem dem jeweiligen Land
und Jahr zugeordneten Wert gemittelt. Niederschlags- und Temperaturwerte
liegen fiir 187 Lander vor.

Sorghumertrag versus Niederschlag
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Abb. 3.14: Sorghumdatensatz und der Verlauf der Regressionsgeraden bei K=2.

Sorghum oder auch Hirse ist eines der wichtigsten Getreide in Westafrika.
Weltweit ist die Anbaufliche die fiinftgrofite unter den Getreidesorten (Pro-
duktion 2004: 49 Mio t [FAOSTAT]).

Die Ertragsdaten von Sorghum liegen fiir 63 Linder vor. Sie wurden mittels
eines laufenden Dreijahresmittels geglittet und auf ihren Anfangswert nor-
miert. Nachdem die Linder ausgewdhlt wurden, in denen der Einfluss des
Niederschlages signifikant ist, blieben 140 Datenpunkte {ibrig. Dabei handelt
es sich um die Lander Benin, Burkina Faso, Niger und Sudan mit jeweils 35
Zeitpunkten. Der Datensatz ist in Abbildung 3.14 dargestellt.
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Optimale Clusteranzahl

Der Datensatz wurde einer MRC-Analyse unterzogen. Es wurde nach den
Gruppengrofen von 1 bis 8 gesucht. Zusétzlich wurde die Analyse fiinfmal
mit neuer Anfangspartition wiederholt. Die zugehorigen Giitewerte sind in
Abbildung 3.15 dargestellt.

Der Anteil der erkldirten Varianz macht einen starken Sprung von der Par-
tition mit einem zu zwei Clustern, iiberschreitet jedoch nicht die Marke von
R? = 0.9. Ein ebenso markanter Sprung ist bei der Zielfunktion und dem
AIC zwischen P; (Partition mit K = 1) und P, zu bemerken. Der mittlere
p-Wert hat bei P, und P5 ein Minimum zu verzeichnen. Die Schlussfolgerung
ist, dass die Giitewerte die Partition P préferieren.

Eine graphische Uberpriifung (siche Abbildung 3.14) bestiitigt, dass es sich
nicht um den trivialen Fall der gekreuzten Cluster (wie in Abschnitt 3.1.2
beschrieben) in einer Punktwolke handelt. Die Regressionsgeraden lauten:

1
Yi=—-073+039 P (3.4)
2
Y2 =1.03-0.72-P. (3.5)
Erk/Ges Varianz mean(p-Value)
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Abb. 3.15: Darstellung der Giitewerte fiir die Partitionen von K=1..8.
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Statistische Priifung der Robustheit des Ergebnisses
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Abb. 3.16: Verteilungen der resample- und MRC-Parameter nach 5000 Wieder-
holungen.

Nun wird die gefundene Partition wie in 3.2.2 einer Stabilitdtsanalyse un-
terzogen. Die Normalverteilung der Residuen wurde mittels eines Q-Q-Plots
iiberpriift. Die Abweichungen von der 45°-Geraden waren minimal.
Das Ergebnis ist in Abbildung 3.16 zusammengefasst. Die Darstellung soll
lediglich {ibersichtsweise darstellen, wie die Verteilungen der Intercepts und
Anstiege der Regressionsgeraden der beiden Cluster der Partition nach 5000
Wiederholungen aussehen. Beim Vergleich der Lage der Verteilungen in den
oberen Darstellungen mit denen in den unteren, ist zu erkennen, dass die aus
den Orginalclustern generierten Objektgruppen gut durch die MRC-Analyse
wiedergefunden werden.
Der Mittelwert der Anstiege und deren Vertrauensintervall betrigt:

ber = —0.64

—0.76 < Be1 > —0.53 (3.6)

bos =039 0.34 < Bey > 0.45. (3.7)

Im Mittel nehmen die Anstiege der beiden Cluster den Wert ber an und der
Parameter der Grundgesamtheit (8¢s) befindet sich mit 95%ger Wahrschein-
lichkeit im angegebenen Intervall.
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Inhaltliche Analyse
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Abb. 3.17: Entwicklung der Niederschlagsmengen in der Vegetationsperiode von
1961-2000.

Die Datenpunkte der vier Lander teilen sich wie folgt auf: Benin und Burki-
na Faso gehoren zum Cluster 1. Hier nehmen die Ertréige fiir Sorghum mit
zunehmender Niederschlagsmenge ab. Im Niger und Sudan, welche in Clus-
ter 2 liegen, nehmen dagegen die Ertrige mit dem Niederschlag zu. Worauf
kann diese unterschiedliche Entwicklung in den beiden Léndergruppen zu-
riickgefiihrt werden? Die Niederschlagsmengen nehmen in allen vier Staats-
gebieten ab (sieche Abb. 3.17). Dies kann also keine Teilung der Datenpunkte
verursacht haben. Die Trennung liegt also trivialer Weise nur in einer unter-
schiedlichen Entwicklung des Ertrages begriindet. Wodurch ldsst sich diese
erklaren?

Bei der Betrachtung verschiedener anderer Grofen féllt folgendes auf:
Aufgrund der geographischen Lage befinden sich die Anbaugebiete im Niger
und Sudan gréftenteils in ariden bis semi-ariden, also trockeneren Gebieten
als die Anbaugebiete in Benin und Burkina Faso, welche sich in semi-ariden
bis semi-humiden Gebieten befinden. Eine Abnahme der Niederschlige ist
daher in den feuchteren Gebieten Benins und Burkinas noch nicht so ein-
schriankend fiir den Anbau von Sorghum wie in Niger und Sudan.
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Allen vier Lindern gemein ist eine hohe Abhéngigkeit der Bevolkerung von
der Landwirtschaft, also eine grofe Zahl von Kleinbauern, die in Subsi-
stenzwirtschaft leben. Speziell bei Sorghum handelt es sich um eine haufig
von Kleinbauern zum Eigenbedarf angebaute Nutzpflanze. Allgemein wer-
den siidlich der Sahara 80% des Grobgetreides als direktes Nahrungsmittel?
verwendet. Vorteilhaft beim kleinflichigen Anbau ist die relativ schnelle An-
passungsfihigkeit gegeniiber duferen Einflussfaktoren wie z.B. verdnderten
Niederschlagsmengen. Dem Kleinbauern sollte es unter idealen Bedingungen
moglich sein, schnell auf eine andere den klimatischen Bedingungen besser
angepasste Nutzpflanze umzusteigen. Je nach Pflanze kann diese dann wei-
terhin zum Eigenbedarf verwendet oder als Cash Crop auf Mérkten verkauft
und vom erwirtschafteten Geld Nahrungsmittel gekauft werden.

Es ist vorstellbar, dass diese idealen Bedingungen insbesondere im Sudan
nicht gegeben sind. Das Land befindet sich seit Jahrzehnten in einem in-
stabilen Zustand, es herrschen Biirgerkriege, Diirren und es existiert seit
Jahrzehnten keine stabile Regierung. Gegenwirtig hat die UN einen Teil des
Landes, die westlichen Darfur Regionen, als unsafe for humanitarian opera-
tions, als sogenannte no-go areas erklart. Dies fiihrt dazu, dass Arbeitskrifte
durch Tod, Verletzung, Flucht oder Krankheit aufgrund fehlender medizini-
scher Versorgung bei der Feldarbeit fehlen. Auch ist der Verkauf von Cash
Crops auf Méarkten vielleicht nicht moglich, da die Wege zu unsicher oder
die Infrastruktur zerstort ist. Unter diesen ungiinstigen Bedingungen ist eine
Kleinbduerin kaum in der Lage, schnell auf sich verédndernde dufere Ein-
flussfaktoren zu reagieren.

Jedoch ist zu bemerken, dass auch die anderen Lénder, wenn auch nicht so
stark wie im Sudan, geprégt sind von verschiedensten politischen Spannun-
gen.

Ein weiterer entscheidender Einflussfaktor fiir die Ertrige von Nutzpflanzen
ist die technische Entwicklung und die damit einhergehende Intensivierung
der Anbaumethoden. Als Indikator fiir diese zunehmende Intensivierung kann
die Verwendung von Diingemittel je Hektar herangezogen werden. Bei Be-
trachtung dieser Groke zeigt sich eine den Clustern dhnliche Aufteilung der
vier Lénder. In Burkina und Benin hat die Verwendung von Fertilizer in den
letzten Jahrzehnten stetig zugenommen. Hingegen stagnieren im Sudan und
im Niger die verwendeten Diingemengen je Hektar [FAOSTAT].

Welche der hier erwédhnten Einfliisse zur Erklarung der Entwicklung der Er-
trage beitragen und in welchem Mafke dies geschieht, kénnte durch eine aus-
fiihrlichere Multiregressionsclusterung mit mehr Indikatorgrofen ermittelt
werden. Dieser Schritt wurde im auf Seite 69 folgenden Datensatz Anderung
des Flichenertrages von Getreide gemacht.

2Dies ist ein gravierender Unterschied zu den durchschnittlich 60%, die weltweit nicht
fiir den menschlichen Verzehr sondern als Tierfutter verwendet werden.
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Weizenertrag versus Niederschlag

Weizen stellt in vielen Landern ein Grundnahrungsmittel dar. Nach Mais ist
er das am zweithaufigsten angebaute Getreide weltweit (Produktion 2004:
Mais-703 Mio t; Weizen-614 Mio t [FAOSTAT]). Er ist an trockene und war-
me Sommer angepasst. Moderne Sorten erlauben einen Anbau in kiihleren
Klimazonen. In der FAO-Datenbank befinden sich fiir 77 Staaten Ertrags-
daten fiir Weizen. Die Datensétze fiir Niederschlag und Ertrag werden auf
ihren Anfangswert von 1961 normiert.

Die Ertrige des Weizens unterliegen mit Sicherheit vielen Einflussfaktoren.
Da diese Analyse lediglich beispielhaft die Beziehung vom Ertrag zum Nie-
derschlag untersucht, werden jene Linder ausgewihlt, in denen der Einfluss
des Niederschlages signifikant ist (R22>0.7). Bei den in Abb. 3.19 dargestellten
Werten handelt sich um 240 Relativwerte von Niederschlag und Weizener-
trag in den Landern: Osterreich, Indien, Mauretanien, Schweiz, Tiirkei und
Grofbritannien.

Optimale Clusteranzahl

Eine erste optische Inspektion des Datensatzes liefs vermuten, dass der Al-
gorithmus die beiden zu vermutenden Cluster, aufgrund ihres starken An-
stiegs nicht ermitteln wiirde. Daher wurde eine Drehung des Datensatzes um
a = 90° durchgefiihrt (siehe Abschnitt 2.4.3).

Nun wird eine Multiregressionsclusteranalyse durchgefiihrt. Dabei wird nach
allen Partitionen mit einer Clusteranzahl von 1 bis 8 gesucht. Eine Analyse
der Giitemafe wird Indizien fiir die geeignete Partitionsgréfe liefern.

Im Gegensatz zur Analyse der Sorghumdaten erbringt die Analyse der Wei-
zendaten ein nicht so eindeutiges Ergebnis in Bezug auf die Clusteranzahl.
Es gibt zwar auch einen Sprung bei der erkldirten Varianz sowie bei der Ziel-
funktion, jedoch ist der Sprung beim AIC von P; (Partition mit K=1) zu P,
nicht so eindeutig von spiteren Absétzen zu trennen. Beim mittleren p- Wert
ist das Minimum bei P; zu finden. Dies ist vermutlich darauf zuriickzufiih-
ren, dass ein Cluster weitaus kleiner als das andere ist und eine Abweichung
dieser Punkte von einem einzelnen Cluster nicht so schwer wiegt.

In Abbildung 3.19 sind die im gedrehten Datensatz (links) ermittelten Re-
gressionsgeraden eingetragen. Im rechten Bild wurde der Datensatz und die
ermittelten Geraden wieder zuriicktransformiert.

Die Regressionsgeraden lauten (gedreht (Y* )) und zuriicktransformiert (Y*)):

ged
Y!=-163-058-P Y,,=-282+173-P (3.8)
YI=0284068-P Y2, =-040—147-P. (3.9)
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generierter Datensatz
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Partitionen von K=1..8.

gedrehter Weizendatensatz

Orginal-Weizendatensatz

Ertrag

Niederschlag

Abb. 3.19: Rel.Weizenertrag iiber Rel.Niederschlag (links: um 90° gedreht); Es

sind zusétzlich die ermittelten Regressionsgeraden eingetragen.
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Statistische Priifung der Robustheit des Ergebnisses
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Abb. 3.20: Verteilungen der resample- und MRC-Parameter nach 5000 Wieder-

holungen.

Auch bei diesem Beispiel waren die Abweichungen der Residuen in jedem
Cluster von der 45°-Geraden im Q-Q-Plot minimal. Es werden daher normal-
verteilte Residuen angenommen. Abbildung 3.20 soll lediglich einen Vergleich
der Parameter der generierten mit den ermittelten Clustern ermdoglichen. Die
Tatsache, dass es fiir jeden Parameter eines Clusters nur einen Peak in der
Haufigkeitsverteilung gibt, zeigt, wie stabil die Zuordnung der Objekte zu
den Clustern ist. Zu hundert Prozent findet der Algorithmus die Partition in
ihrer grundlegenden Gestalt wieder. Lediglich einige Punkte am Schnittpunkt
beider Regressionscluster werden systematisch in der MRC-Analyse anders
als beim Generieren zugeordnet. Dadurch ergibt sich fiir das kleinere Cluster
(C1) ein steilerer Anstieg® von bM¥FC = —(0.72 gegeniiber b7 = —0.64. Die
Anstiege des groferen Clusters (C2) sind dagegen kaum verdndert, da die
grokere Anzahl von Objekten den Cluster triger gegeniiber Verinderungen
durch einige wenige Objektwechsel macht.

3Die Kiirzel res und MRC stehen fiir die Kennzeichnung der Ergebnisse aus den neu
generierten Daten (res) und der Multiregressionscluster-Analyse an diesen neugenerierten
Daten (MRC)
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Hier verschiebt sich der Anstieg nur von b5 = 0.68 zu bXFC = 0.66. Zur
Bestimmung des 95%-Vertrauensintervalls miissen auf beiden Seiten 125 Er-
eignisse der Analyse abgezéhlt werden. Daraus ergeben sich folgende Grenzen
fiir den Mittelwert der Grundgesamtheit:

—0.84 < By > —0.59 (3.10)
0.61 < Bey > 0.70. (3.11)

Innerhalb dieser Intervalle befinden sich die wahren Anstiege der beiden Clus-
ter, mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von a = 5%. In Abbildung 3.19 ist
der Datensatz relativer Weizenertrag iiber relative Niederschlagsmenge dar-
gestellt. Es ist der um 90° gedrehte Datensatz, welcher in die Analyse einging
sowie der urspriingliche Datensatz eingetragen. Zusétzlich wurden die beiden
Regressionscluster in beide Darstellungen eingefiigt.

Inhaltliche Analyse

Nun soll im néchsten Schritt diskutiert werden, wie sinnvoll diese Klassifizie-
rung der Liander unter inhaltlichen Gesichtspunkten erscheint. Dazu werden
zuerst die Linder den Clustern zugeordnet und in einer Tabelle mit den
zugehorigen Klasseneigenschaften dargestellt.

Land Cluster 1 Cluster 2

Y~ H17-P|Y?~—-15-P
Osterreich - X
Thailand - X
Mauretanien - X
Schweiz - X
Tiirkei X -
Grossbritanien - X

Tabelle 3.2: Zuordnungstabelle der beiden Cluster des Weizendatensatzes.

Das grofsere Cluster, in dem der Ertrag von Weizen mit zunehmender Nieder-
schlagsmenge abnimmt, wird von fiinf Léndern belegt. Lediglich die Tiirkei
bildet das zweite fallende Cluster. Bei Betrachtung der Verdnderung der Nie-
derschlagsmengen der letzten 40 Jahre ist diese Zweiteilung innerhalb dieser
Lander auch zu finden. Die iiber die Landesfliche und die Vegetationspe-
riode gemittelte Niederschlagsmenge nimmt iiber den Zeitraum lediglich in
der Tiirkei zu. In den anderen fiinf Lindern nimmt diese Gréfe hingegen ab.
Diese Zunahme der Regenmenge wirkt sich mit Sicherheit positiv auf den
Flachenertrag von Weizen und anderen Nutzpflanzen aus. Mit zunehmender
Trockenheit miiften sich die Ertrdge dann jedoch auch verringern.

68



Da in den anderen Gebieten der Zusammenhang jedoch genau umgekeht
ist, kann dies nicht die einzige Kraft sein, welche auf die Ertrage wirkt. Die
Ertrdge nehmen in den letzten Jahren in nahezu allen Lindern der Welt
durch intensivierte Anbaubedingungen zu. Zu diesen Mafknahmen zé&hlen der
Einsatz von Diingemitteln, Pestiziden sowie eine verstirkte Mechanisierung
der landwirtschaftlichen Methoden.

Die unterschiedliche Verdnderung der Niederschlagsmengen in den sechs Lén-
dern verursacht die Aufspaltung im Verlauf des Flachenertrages. Mit Sicher-
heit gibt es neben den Niederschligen weitere Ursachen fiir die Entwicklung
des Ertrages vom Weizen. Welche dies sind kann nur eine tiefergehende Ana-
lyse mit einer groferen Zahl von erkldrenden Variablen liefern. Die Auftei-
lung der Datenpunkte in diesem Datenraum in zwei Cluster scheint jedoch
gerechtfertigt.

Im folgenden Datensatz werden nun mehrere unabhéngige Variablen zur Er-
klirung der Anderung des Ertrages einer Nutzpflanze verwendet.

Anderung des Flichenertrages von Getreide

In der folgenden Analyse werden die relativen jihrlichen Anderungsraten der
Variablen Ertrag pro Hektar (Y), Temperatur (T), Niederschlag (P), Diin-
gemitteleinsatz pro Hektar (F), Mechanisierung pro Hektar (M) und Land-
wirtschaftliche Nutzfliche (L) verwendet.

AYvC’erealToT = .]C(Ajjq AP* AF? AM? AL)

Diese wurden per Regression iiber die Zeit von 1961 bis 2000 aus den abso-
luten Daten berechnet.

Zur Uberpriifung der Anpassung jeder einzelnen Regression zur Trendbestim-
mung wurden die Bestimmtheitsmafe (2.8) untersucht. 20% der Regressionen
konnten nur schlecht (R? < 0.2) an die Daten angepasst werden. Die entspre-
chenden Liander verblieben trotzdem weiterhin in der Analyse, da es sich in
allen Féllen nur um eine oder zwei der sechs Trendbestimmungen (sechs Va-
riablen!) pro Land handelte.

Die berechneten Anstiege wurden mit dem Mittel der jeweiligen Variablen
iiber denselben Zeitraum normiert. In Abbildung 3.21 sind die Daten durch
Projektionen auf die entsprechenden Koordinatenebenen dargestellt.
Mittels der Abbildung 3.21 konnten die Daten gut nach Ausreiffern unter-
sucht werden. Bei dem mit einem Kreis markierten auffalligen Wert handelt
es sich um die Temperaturdnderung in der Schweiz. Beim Nachpriifen konnte
dieser hohe Wert nicht als Fehlwert interpretiert werden und wird daher in
der Analyse belassen. Weitere Ausreifier sind nicht zu erkennen.
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Abb. 3.21: Projektionsdarstellung der Matrix bestehend aus abhéngiger Variable
Anderung des Ertrages von Cerealien Total und den fiinf erklirenden Variablen
Anderung von Niederschlag, Temperatur, Dingemittel, Mechanisierung und An-
bauflache.

In den 85 Staaten wird nun nach Lindergruppen und deren Zusammenhénge
zwischen der zu erklirenden Variable Anderung des Ertrages aller Getreide-
arten und den oben erwdhnten unabhédngigen Variablen gesucht. Die Indika-
toren fiir die einzelnen GroRen sind in Tabelle 3.1 eingetragen?.

Optimale Clusteranzahl

Die Analyse der optimalen Clusteranzahl wird mittels einer Multiregressions-
clusterung fiir die Partitionen mit der Clusteranzahl 1 bis 7 durchgefiihrt. Die
Ergebnisse von fiinf wiederholten Durchgingen mit verdnderter Anfangspar-
tition sind in Abbildung 3.22 dargestellt.

4Als Indikator fiir die Mechanisierung wird die Anzahl der Traktoren pro Hektar An-
baufliche verwendet.
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Abb. 3.22: Darstellung der Giitewerte fiir die Partitionen von K=1..7.

Im Abbildung 3.22(1) ist der Anteil der erklirten an der gesamten Vari-
anz dargestellt. Bei Py (Partition mit K = 3) werden 90% erklérte Varianz
iiberschritten. In 3.22(2) ist das Mittel der Irrtumswahrscheinlichkeiten (p-
Value) der einzelnen Cluster aufgetragen. Hier ist deutlich ein Minimum bei
P, zu erkennen. Die Abbildungen (3) und (4) stellen die Zielfunktion, also
die Summe der Residuenquadrate und das AIC dar. In Abbildung 3.22(4)
ist zusétzlich eine Regressionsgerade, welche aus den Werten der Partitionen
P; bis P; berechnet wurde, eingetragen. Mit Hilfe dieser Geraden wird der
Absatz im Verlauf der AIC-Werte von K = 2 auf K = 3 deutlich.

In diesem Fall ist die Analyse der geeigneten Clusteranzahl nicht eindeutig.
Das Minimum beim Giitemafk mean(p-Value) spricht fiir die Partition Pj.
Jedoch deutet der Absatz im Verlauf der AIC-Werte auf eine Partition mit
drei Clustern. Bei beiden Partitionen sind mehr als 90% der Varianz erklart.
Die im folgenden Abschnitt angewendete Bootstrap-Analyse wird die auch
vom Prinzip der Sparsamkeit geforderte Partition P3 bestitigen. Bei der
Bootstrap-Analyse stellte sich die Partition P, als nicht stabil heraus.
Tabelle 3.3 gibt detailierte Informationen iiber die Paramter der Cluster in
der Partition Ps; und ihre zugehorigen Signifikanzwerte.
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bo| bar| bap| bar| bam| bar| R?| p-Val
Cluster 1| 0.47] -0.09 | -0.03| -0.17| 0.16 | 0.11 | 0.43 | 2.7e-03
Signifikanz | 4+ . +++ ++
Cluster 2| 030 2.06| 0.36] -0.53| 0.76 | -0.55 | 0.94 | 5.8¢-12
Signifikanz | +++ | +++ | +++ | FH+ | | HHE
Cluster 3| 0.01| -3.34| 0.32] 1.01] -0.05| 0.54 | 0.96 | 9.6e-11
Signifikanz +++ | +++ | +++ +++

Tab. 3.3: Parameter der drei Cluster und ihre Signifikanzwerte aus den partiellen

F-Werten. Signifikanzlevel: +++ p<0.001, ++ p<0.01, + p<0.05, . p<0.1. p-Val in
der letzten Spalte gibt den Signifikanzwert aus dem F-Test des Bestimmtheitsmafies
des gesamten Regressionsclusters an.

Alle Werte haben in zwei von den drei Clustern eine signifikant erkliren-
de Bedeutung. Lediglich die Anderung der Diingemenge triigt in allen drei
Clustern bedeutend zur Ertragsinderung bei. Auch sind das Bestimmtheits-
maf und der p-Wert fiir jedes Regressionscluster mit angegeben. Hierbei wird
deutlich, wie sehr das erste Cluster (C1) in seiner Giite von den beiden ande-
ren abweicht. Die Irrtumswahrscheinlichkeit bei C1 betrégt 0.3%. Die Anzahl
der Objekte in den Clustern betrigt C'l = 37, C2 = 27 und C3 = 21.

Statistische Priifung der Robustheit des Ergebnisses
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Abb. 3.23:

Q-Q-Plot der Residuen aus C1 (links),
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Zu Beginn der statistischen Priifung werden die Residuen der drei Datensétze
durch einen @-Q-Plot mit einer Normalverteilung verglichen. In Abbildung
3.23 wird deutlich, dass im ersten und zweiten Cluster die Abweichungen zur
45°-Geraden nur gering sind wihrend in Cluster drei die Abweichungen bei
den Randwerten stark zunehmen. In diesem Fall wire es moglich, anstatt
neue Bootstrap-Werte aus einer Gaufverteilung zu ziehen, diese per Zufall
aus der alten Datenmenge zu entnehmen. Damit wiirde diese nichtgaufische
Verteilung kompensiert.

In Abbildung 3.24 sind, wie bei den vorherigen Datensétzen, die Ergebnisse
des Bootstrapping angegeben, mit welchem die Stabilitdt des Ergebnisses der
MRC-Analyse iiberpriift wurde (siche Abschnitt 2.4.2). Da der Datensatz in
dieser Analyse aus fiinf unabhingigen Variablen besteht, sind fiinf Vertei-
lungen jeweils fiir die Anstiege jeder Dimension nebeneinander dargestellt
(ZSAT, ZSAP, 13AF, EAM, l;AL). Wihrend die obere Reihe die resample-Parameter
darstellt, sind in der unteren die durch die MRC-Analyse gefundenen MRC-
Parameter dargestellt. In jedem Einzelbild befinden sich die iiberlagerten
Verteilungen der Parameter von drei Clustern. Der Vergleich der Mittelwerte
der resample-Parameter mit den Parametern der entsprechenden Partition
(sieche Tab. 3.3) zeigt, dass die aus den neu generierten Daten gebildeten
Regressionsgeraden den Ursprungsdaten in ihren Parametern gleichen. Ein
weiterer Vergleich der unteren Abbildungen mit den oberen Abbildungen,
also von resample- und MRC-Parametern, belegt ebenfalls eine gute Uber-
einstimmung. Das heifit, die Cluster der Partition werden unter Bootstrap-
Bedingungen gut durch die MRC-Analyse wiedergefunden.

Die Mittelwerte und Vertrauensintervalle der Verteilungen der fiinf Anstie-
ge in den drei Clustern lassen sich nur schwer bestimmen, da die Vertei-
lungen von AP, AM und AL stark und bei AF teilweise iiberlappen. Es
werden daher nur beispielhaft die Mittelwerte und Vertrauensintervalle fiir
AT bestimmt. In den Gleichungen 3.12-3.14 sind die Mittelwerte boy der
Verteilungen der Anstiege in der Variable AT dargestellt. Weiterhin sind die
Vertrauensintervalle der Mittelwerte Gy der Grundgesamtheit angegeben.

bor = —0.07  —0.17 < Ber > 0.04 (3.12)
bos = 207 1.66 < Bep > 2.40 (3.13)
bos = —3.23  —4.14< Bes > —1.44 (3.14)

Beim Vergleich mit Tabelle 3.3 ist zu erkennen, dass der Mittelwert der AT'-
Anstiege fiir C2 sehr gut iibereinstimmt. Bei C3 gibt es eine leichte Verschie-
bung und bei C1 eine prozentual gréflere Verschiebung des Mittelwertes.
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Abb. 3.24: Verteilungen der resample- und MRC-Anstiege nach 4000 Wieder-
holungen. In den Uberschriften der einzelnen Grafiken sind die Variablen der ge-
schitzten Anstiege eingetragen.
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Das Vertrauensintervall fiir o = 0.05 ist bei C3 im Vergleich zum Mittelwert
sehr unsymmetrisch. Moglicherweise iiberlagern sich hier zwei Verteilungen,
die darauf hindeuten, dass es zwei nahe beieinanderliegende stabile Zustidnde
fiir den Anstieg dieses Clusters gibt. Bei C1 tritt sogar der Fall auf, dass
der Parameter der Grundgesamtheit innerhalb des Vertrauensintervalls zwei
qualitativ unterschiedliche Werte annehmen kann. Der Anstieg dieses Clu-
sters in AT konnte auch positiv sein. Da dieser Parameter, wie aus Tabelle
3.4 zu entnehmen, keinen hohen Signifikanzwert hat, wirkt sich dies nicht auf
die Robustheit des Ergebnisses aus.

Inhaltliche Analyse

Um eine Ubersicht zu erhalten, wie die 85 Linder, welche in die Analyse
eingegangen sind, auf die drei Cluster aufgeteilt sind, wurden die Staaten
und ihre Cluster farblich auf einer Weltkarte Abbildung 3.25 markiert. Eine
offensichtliche geographische Einteilung der Lander geméf ihrer Clusterzu-
gehorigkeit lasst sich nicht ausmachen. Es wurde daher eine weitere Unter-
suchung der Eigenschaften der drei Cluster vorgenommen. Tabelle 3.4 zeigt
die clusterweise gemittelten Werte der einzelnen in der MRC verwendeten
Variablen. In Tabelle 3.5 sind zusétzlich Clustermittelwerte von weiteren Ei-
genschaften der Objekte aufgelistet. Eine solche Betrachtung zur Interpreta-
tion nihert sich wieder einer eher traditionellen Clusterung an, trigt aber in
diesem Fall zur Plausibilisierung einiger Eigenschaften der MRC-Cluster bei.

# Linder | AY AP AT | AF | AM AL
Cluster 1 37 10.020 | - 3.5e-04 | 6.4e-05 | 0.029 | 0.023 | 0.010
Cluster 2 27 10.014 | - 7.1e-04 | 10.0e-05 | 0.032 | 0.029 | 0.012
Cluster 3 21 [ 0.012 | - 2.5e-04 | 12.0e-05 | 0.037 | 0.035 | 0.018

Tab. 3.4: Mittelwerte der Anderungen der sechs in die MRC-Analyse eingegan-
genen Variablen im jeweiligen Cluster. Beispielsweise betrigt die Anderung des
Ertrages in Cluster 1 im Mittel {iber alle Lénder des Clusters 2% /Jahr.

Y T] P F M| L | GDP/Kopf

100g/ha | °C | mm | 100g/ha | #/ha | % $/Kopf

Cluster 1 20700 | 17.9 | 111 1525 49139 8895
Cluster 2 21100 | 19.7 | 105 882 1.8 ]3.0 5267
Cluster 3 21500 | 22.7 | 135 1075 31121 4520

Tab. 3.5: Mittelwerte von Eigenschaften der Staaten im jeweiligen Cluster (1990).
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Abb. 3.25: Weltkarte mit farblicher Unterscheidung der drei Cluster.
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Die in den Tabellen 3.4 und 3.5 aufgelisteten Eigenschaften lassen einige
grundséatzliche Unterschiede der drei Cluster erkennen.

Typisierung der drei Cluster

C1 Das Getreide-Ertragsmittel (Y) ist in C1 um ca. 1/3 héher als in C2
bzw. C3. Da auch die Mechanisierung (M) und der Fertilizereinsatz (F) in C1
sich im Mittel deutlich iiber den beiden anderen Clustern befinden, liegt die
Vermutung nahe, dass es sich bei einem Grofsteil der Lander dieses Clusters
um entwickeltere Staaten mit einer industrialisierten, intensiven Landwirt-
schaft handelt. Die niedrigsten Anderungen in der Diingemittelmenge (AF)
und der Mechanisierung (AM) sprechen fiir eine Sittigung im Bereich der
Technisierung der Landwirtschaft in diesen Regionen. Geeignete Beispiele fiir
diese Gruppe sind Kanada, Deutschland und Grofsbritannien.

C2 Dieses Cluster zeichnet sich durch die niedrigsten Werte fiir den Einsatz
von Traktoren und Diinger aus. Die zugehdrigen Lander sind im Vegetati-
onsperiodenmittel die trockensten und nach Tabelle 3.4 auch die Lander mit
der stiarksten Abnahme der Niederschlagsmenge (AP) pro Jahr. Der Abfall
der Regenmenge liegt in C2 um 170% iiber dem von C3 und ist doppelt so
groft wie in C1. Diese Gruppe zeichnet sich durch eine weniger technisierte
Landwirtschaft (M) aus. Beispielhaft sind Staaten wie Indien, Burkina Faso
und Zimbabwe.

C3 Beim dritten Cluster ist das Mittel der Temperaturen (T) mit 23°C am
hochsten und mit 135mm Regen pro Monat in der Vegetationsperiode am
feuchtesten. Die Zunahme der Technisierung in der Landwirtschaft (AM) ist
am stirksten. Ebenfalls ist die Zunahme der Anbaufliche (AL) in C3 um 80%
starker als in C1 und 50% iiber der Zunahme in C2. Jedoch ist der absolute
Anteil der landwirtschaftlichen Nutzfliche (L) in C3 auch weitaus geringer
als in C2 und C1. Dieses Cluster umfasst Staaten mit moderat technisierter
Landwirtschaft und einer dynamischen Entwicklung in feuchten und warmen
Regionen der Erde wie z.B. China und Indonesien.

Eine Ubersicht aller signifikanten Zusammenhinge ist in Tabelle 3.6 angefer-
tigt.
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[AY ~ AT [AP[AF [ AM [ AL]

C1 -1 +
C2 [++ [ ++|—[ ++]|—
c3  [——|++]++ ++

Tab. 3.6: Die signifikanten Zusammenhénge in den Clustern. (++, ——) stehen
fiir starke Zusammenhénge. (4, —) fiir schwache Zusammenhénge (Vergleich nur
in einer Variablen, da Regressionskoeffizienten nicht standardisierten).

Deutung der Parameter

AT Im Mittel hat die Temperatur in allen drei Clustern im Untersuchungs-
zeitraum zugenommen. Dies spiegelt den weltweiten Trend zum Temperatur-
anstieg, mafsgeblich mitverursacht durch einen verstiarkten Treibhauseffekt,
wider. In C3 fiihrt eine Schwichung dieser Temperatursteigerung zu einer
verstirkten Ertragssteigerung. Dies erscheint plausibel, da eine starke Zu-
nahme der Temperatur zu einer verstirkten Verdunstung fiihrt, welche sich
negativ auf das Wachstum der Getreidepflanzen auswirkt. Aus diesem Grund
eher kontraintuitiv ist der Zusammenhang in C2, wonach bei verstirkter Zu-
nahme der Temperatur mit einer weiteren Ertragssteigerung zu rechnen ist.
Besonders unter dem Aspekt, dass die Lander aus C2 zu den am stéirksten
von zunehmender Trockenheit betroffenen zihlen.

AP Im Clustermittel nehmen die Niederschlége in allen drei Clustern ab.
Vermutlich ist dies ebenfalls als eine Auswirkung des globalen Klimawandels
zu sehen. Die nur in C2 und C3 signifikanten Zusammenhénge, nach denen
mit zunehmenden Niederschlagsdnderungen, also zusitzlichem Regen, die Er-
tragsdnderungen zunehmen, sind ebenfalls einsichtig. Solange dies nicht zu
iiberméfiger Bodenfeuchte fiihrt, wirken sich vermehrte Niederschlige posi-
tiv auf das Wachstum der Nutzpflanze aus.

AF Bei verstarkter Diingemittelzunahme nimmt im Cluster der dynami-
schen Staaten C3 die Ertragsrate ebenfalls zu. In den Clustern C2 und C1
jedoch wirkt sich diese Zunahme der Intensivierung der Landwirtschaft eher
negativ auf die Ertragsentwicklung aus. In den entwickelten Staaten aus C1
liisst sich dies moglicherweise mit einem Sittigungseffekt durch Uberdiingung
der Boden erkldren. Da die Lander in C2 zu den trockensten gehoren und wie
oben erwdhnt hier auch die grofte Abnahme an Niederschligen zu verzeich-
nen ist, ist anzunehmen, dass der Mangel an Wasser den positiven Effekt von
mehr Diingemittel limitiert.
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AM Eine forcierte Mechanisierung wirkt sich signifikant nur auf die beiden
Cluster C1 und C2 aus; auf beide jedoch positiv. In den entwickelten Staaten
bewirkt diese Intensivierung eine lediglich moderate Zunahme der Ertrige.
Dies kann auf den bereits hohen Grad an Mechanisierung in C1 zuriick-
gefiihrt werden. Dieser konnte sich, wie beim Diinger, ab einem bestimmten
Level durch eine Ubernutzung des Bodens, z.B. durch eine verstirkte Boden-
verdichtung, negativ auf die Qualitit des Bodens und damit auf die Ertrége
der Nutzpflanzen auswirken. Durch den geringen Grad an Intensivierung in
C2 wirkt sich eine Zunahme von AM hier deutlich positiv auf die Ertrags-
zunahme aus.

AL Fiir diese Variable gibt es wieder nur fiir C2 und C3 signifikante Zu-
sammenhinge. Dabei sind die Wirkungen von einer verstirkten Ausweitung
der Nutzfliche in beiden Cluster entgegengesetzt. In C3 bewirkt eine for-
cierte Ausweitung bei einem Nutzflichenanteil (1990) von 2.3% eine positive
Anderung der Ertragsentwicklung. Beim zweiten Cluster mit einem Nutz-
flachenanteil von 3.0% bewirkt sie eine Schwichung der Ertragsentwicklung.
Wir vermuten, dass ein Ausweiten der Nutzflichen in diesem Cluster nur auf
Gebiete mit Boden schlechterer Qualitit moglich ist.
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Kapitel 4

Auswertung



4.1 Zusammenfassung und Diskussion

Im Verlauf dieser Arbeit konnte gezeigt werden, dass die hier vorgeschlage-
ne Multiregressionsclusterung (MRC) in der Lage ist, an synthetischen und
empirischen Datensitzen eine Gruppierung von Datenpunkten nach ihren
funktionalen Zusammenhéngen durchzufiihren. Dabei wird fiir entsprechen-
de Datenstrukturen eine bessere Beschreibung erreicht als dies mit einer ein-
fachen Multiregressionsanalyse moglich wire.

Wie in jeder Clusteranalyse stellt sich auch in der MRC das Problem der
Identifikation der optimalen Clusteranzahl. In Abschnitt 3.1 wurde hierzu
die Wirkungsweise unterschiedlicher Giitemafke vorgestellt. Es wurde deut-
lich, dass eine eindeutige Aussage zur optimalen Anzahl der Cluster mit nur
einem der Giitemafe nicht zu treffen ist. Vielmehr miissen viele Informatio-
nen aus mehreren Giitemafen und eine inhaltliche Bewertung der geeigneten
Partitionen zusammenfliefen. Auch wurde in diesem Abschnitt deutlich, wie
verschiedene Parameter des Algorithmus auf das Ergebnis wirken konnen.
Die Methode hat jedoch auch ihre Grenzen. Bei Daten, die eine multilineare
Struktur enthalten, jedoch zu stark verrauscht sind, lisst sich keine eindeutige
Aussage iiber das bevorzugte Modell abgeben. Jedoch bleibt die Frage offen,
ob eine Struktur im Datensatz einfach nicht existiert oder nicht gefunden
wurde.

Ein Problem in der Optimierung, so auch in der MRC-Analyse, sind loka-
le Minima. Im Abschnitt 2.4.1 wird das Simulated Annealing beschrieben,
mit welchem die Wahrscheinlichkeit, das globale Minimum zu finden erhoht
werden kann. Es wurden eine konventionelle und eine alternative Methode
vorgestellt.

Im zweiten Teil des Kapitels Anwendung der Methode wurde die Multiregres-
sionsclusterung auf empirische Daten angewandt. Dabei wurden verschiedene
Datensitze analysiert.

Im ersten Datensatz zu Sterblichkeit und Untererndhrung bei Kindern wur-
den Zustandsgrofen einander gegeniibergestellt. Es konnte gezeigt werden,
dass eine Einteilung in zwei Regressionscluster besonders geeignet ist und
sich sinnvoll interpretieren ldsst. Als besonders aussagekriftig haben sich hier
die Signifikanzwerte log(maz(Ftest)) und mean(p-Value) gezeigt. Eine néhe-
re Untersuchung der beiden Léndergruppen konnte darlegen, dass es sich
bei den analysierten Lindern um zwei Typen unterschiedlicher 6konomischer
Entwicklung handelt. Aufgrund des unterschiedlichen mittleren Einkommens
in den beiden Gruppen war auf Unterschiede bei anderen Indikatoren der
Entwicklung wie Zugang zu Trinkwasser oder Sanitdranlagen zu schliefsen.
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Diese wiederum werden als Ursache dafiir angenommen, dass in den Léndern
des 6konomisch weniger entwickelten Multiregressionsclusters die Menschen
weniger Moglichkeiten haben, auf Folgen einer Mangelerndhrung des Kindes
zu reagieren und diese Untererndhrung daher zu einer hoheren Sterblichkeit
bei Kindern fiihrt.

Die beiden folgenden Datensétze waren ebenfalls zweidimensional, jedoch aus
Daten verschiedener Zeitpunkte zusammengesetzt. Dabei wurden die Ertrige
von Sorghum bzw. Weizen der Entwicklung der Niederschldge in der Vegeta-
tionsperiode ausgewahlter Lander gegeniibergestellt. Es ergab sich eine klare
Struktur aus zwei Clustern. In beiden Datensétzen wurde deutlich, dass eine
Aufspaltung der Lander in zwei Typen durch unterschiedliche sozio6kono-
mische Faktoren verursacht wurde. Die beiden Cluster im Datensatz Sor-
ghumertrag und Niederschlag werden vermutlich durch Unterschiede in der
Intensivierung der Anbaumethoden verursacht. Diese beispielhaften Anwen-
dungen machten deutlich, dass nur eine Analyse mit mehr Einflussfaktoren
eine umfassende Erklérung fiir die Ertragsentwicklung liefern wiirde.

Daher wurden im letzten Beispiel die Anderungen von fiinf unabhiingigen
Variablen iiber 40 Jahre dazu verwendet, die Anderung von Getreideertri-
gen in diesem Zeitraum zu erkldren. Besonders aussagekriftig waren fiir das
Auffinden der geeigneten Clusteranzahl die Giitemafe Erk/GesVarianz und
mean(p-Value). Die drei Cluster der bestimmten Partition konnten aufgrund
der Eigenschaften der Linder typisiert und die zugehorigen Parameter, also
die Zusammenhénge zwischen den Variablen, sinnvoll mit dieser Typisierung
in Verbindung gebracht werden. Die drei Landertypen zeichneten sich durch
einen unterschiedlichen Grad der 6konomischen Entwicklung, der Intensivie-
rung ihrer Landwirtschaft sowie der Dynamik ihrer Entwicklung aus.

Als wirkungsvolles Werkzeug bei der Ermittlung der statistischen Signifikanz
der Ergebnisse erwies sich das Bootstrapping-Verfahren.

4.2 Probleme und Ausblick

Ein grundlegendes Problem stellt die Annahme dar, dass empirische Daten
auf Lénderebene représentativ fiir die in diesem Land lebende Bevilkerung
sind. Uber alle sozialen Bevolkerungsschichten, ethnischen Gruppen, geogra-
phischen und infrastrukturellen Unterschiede wird hier gemittelt und so fiir
alle eine zumindest dhnliche Situation vorausgesetzt. , Shifting scales from
groups of individuals or regions to the nation requires aggregation and gene-
ralization, such that some losers will not be identified when the country is
considered a winner [O’Brien et.al, 2000].
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Regionen und Bevolkerungsteile, in denen bestimmte Mechanismen eine be-
deutende Rolle spielen und die gesuchten Zusammenhénge deutlich erkenn-
bar sein sollten, werden so mit anderen Regionen und Bevolkerungsteilen
vermischt und typische funktionale Zusammenhinge damit auf dieser Ebene
schwerer identifizierbar. Fiir eine klarere Identifizierung dieser funktionalen
Zusammenhénge bedarf es Daten mit feinerer geographischer und sozialer
Auflésung. Da dies weltweit nahezu unerreichbar scheint, sollte sich die Ana-
lyse auf bestimmte Gebiete beschrinken, in denen die Datenlage ausreichend
ist.

Weiterhin stellt sich die Frage inwieweit die Zuordnung eines Objektes zu
einem Cluster eine Aussage iiber eine zeitliche Dauer der Zugehorigkeit zu-
lasst. Es wére sinnvoll, an diese Untersuchung eine Analyse anzuschliessen
die die Stabilitdt von Clusterzugehorigkeiten iiber die Zeit untersucht.

Der vorgestellte Multiregressionscluster-Algorithmus verwendet als zu opti-
mierende Zielfunktion die Summe der quadrierten Residuen. Diese stellen
jedoch lediglich den Abstand in der Dimension der zu erkldrenden Variablen
dar. Befindet sich ein Regressionscluster nahezu parallel zu einer Ebene der
erkldrenden Variablen, werden die Abstdnde zwischen Punkten und Regressi-
onsgerade unverhiltnismafig groft und der Algorithmus ist unter Umstinden
nicht in der Lage, das Regressionscluster zu finden. Bisher wurde der Da-
tensatz gedreht, um diesen Umstand zu verhindern. Mit dem Hesse-Abstand
sollte es moglich sein, auch ohne Drehung dieses Problem zu beheben. Der
Abstand zwischen einem Punkt und einer Ebene im Raum kann iiber die
Hessesche Normalenform bestimmt werden. Dafiir wird der Normalenvektor
der Ebene 7y, ein beliebiger Ortsvektor der Ebene by und der Ortsvektor des
Punktes pg, dessen Abstand zur Ebene berechnet werden soll, verwendet.

|30 - (o — bo) |=d (4.1)

Es miisste iiberpriift werden, inwieweit aus den neuen Hesse-Residuen (sie-
he 4.1) iiber ein der Methode der kleinsten Quadrate-ahnliches Verfahren die
Regressionsgerade direkt bestimmt werden kann oder ob mit dieser Form
der Abstandsberechnung lediglich die Zuordnung der Objekte zu Clustern
verbessert und die eigentliche Berechnung der Regressionshyperebene unver-
dndert bleibt. Besonders geeignet fiir diese modifizierte Zielfunktion erscheint
das Minimaldistanzverfahren, welches jedes Objekt ins néchstliegende Clus-
ter legt.
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Residuenabstand Hesse-Abstand

Abbildung 4.1: Gewdhnliche Residuen und Hesseabstand.

Weiterhin hat sich im Laufe der Untersuchung abgezeichnet, dass bei zu-
kiinftigen Anwendungen eine Simulated Annealing Version, die sowohl kon-
ventionelles als auch alternatives Vorgehen koppelt, sich als sehr wirkungsvoll
herausstellen konnte. Zu Beginn der Analyse eines Datensatzes muss der Al-
gorithmus ¢g-mal in den Bereich eines Minimums gelangen, nachdem viele Ob-
jekte getauscht wurden. Damit ist der Algorithmus mit grofer Wahrschein-
lichkeit in der Ndhe des globalen Minimums und kann nun mit dem konventio-
nellen Simulated Annealing, also einzelnen unerlaubten Objektwechseln, das
globale Minimum in kurzer Zeit finden. Abschliefend lasst sich sagen, dass
je aufwindiger und zeitintensiver eine Rechnung, desto wahrscheinlicher das
Auffinden des globalen Minimums.
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